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Organisatorisches

Der erste Abschnitbie Ubersetzung von @&t den Vorlesungeompilerbawund Virtuelle
Maschinergemeinsam :-)

Er findet darum zu den Compilerbauterminen stat)

Zeiten:

VorlesungCompilerbau: Mo014:15-16:490hr
Mi. 10:15-11:45 Uhr
VorlesungVirtuelle Maschinen:  Di. 10:15-11:45 Uhr

UbungCompilerbau: Di. 12-14 bzw. Do. 12-14
UbungVirtuelle Maschinen: Do. 10-12
Einordnung:

Diplom-Studierende:
Compilerbau: Wabhlpflichtveranstaltung
Virtuelle Maschinen:  Vertiefende Vorlesung

Bachelor-Studierende:
Compilerbau: 8 ETCS-Punkte

Virtuelle Maschinen: nicht anrechenbar

Scheinerwerb:

Diplom-Studierende: e 50% der Punkte;
e zweimal Vorrechnen :-)

Bachelor/Master-Studierende:

Klausur / Mundliche Prifung

e Erfolgreiches Losen der Aufgaben
wird als Bonus von 0.3 angerechnet.



Material:

e Aufzeichnung der Vorlesungen
(Folien + Annotationen + Ton + Bild)

e die Folien selbst :-)
e Tools zur Visualisierung der Virtuellen Maschinen))
e Tools, um Komponenten eines Compilers zu generieren ...



O Einfuhrung

0.1 Prinzip eines Interpreters:

Programm + Eingabe [ Interpreter J Ausgabe

Vorteil: Keine Vorberechnung auf dem Programmtext erforderlich
—— keine/geringe Startup-Zeit :-)

Nachteil: Wahrend der Ausflihrung werden die Programm-Bestandteile
immer wieder analysiert —— langere Laufzeit :-(

0.2 Prinzip eines Ubersetzers:

Programm [ Ubersetzer ] Code

Eingabe [ Code J Ausgabe

Zwei Phasen:

e Ubersetzung des Programm-Texts in ein Maschinen-Programm

e Ausflhrung des Maschinen-Programms auf der Eingabe.
Eine Vorberechnung auf dem Programm gestattet u.a.

e eine geschickte(re) Verwaltung der Variablen;
e Erkennung und Umsetzung globaler Optimierungsmadglidkekei
Nachteil: Die Ubersetzung selbst dauert einige Zeit-(

Vorteil: Die Ausfuhrung des Programme wird effizienter

—— lohnt sich bei aufwendigen Programmen und solchen, die malsriaufen ...



0.3 Aufbau eines Ubersetzers:

s 2
Programmtext Frontend Interndarstellung
(Syntaxbaum)
N J
s 2
Optimierungen Interndarstellung
\ J
s 2
Code- Programmtext
erzeugung flir die Zielmaschine
N J

0.4 Aufgaben der Code-Erzeugung:

Ziel ist eine geschickte Ausnutzung der Mdglichkeiten dardivare. Das heil3t u.a.:
1. Instruction Selection: Auswahl geeigneter Instruktionen;

2. Registerverteilung: optimale Nutzung der vorhandenen (evt. spezialisiertegifer;

3. Instruction Scheduling: Anordnung von Instruktionen
(etwa zum Fllen einer Pipeline).

Weitere gegebenenfalls auszunutzegpezielle Hardware-Featurk8nnen
mehrfache Recheneinheiten sein, verschiedene Caches,

Weil konkrete Hardware so vielgestaltig ist, wird die Cdeleeugung
oft erneut inzwei Phasegeteilt:



Zwischen— Code- virtueller
darstellung erzeugung Maschinencode
™
V1rt.ueller e konkreter
Maschinencode Maschinencode
J
alternativ:
~
Eingabe Interpreter Ausgabe
J

Eine abstrakte Maschinist eine idealisierte Hardware, fir die sich einerseitsche Code
erzeugen lasst, die sich andererseits aber auch “leiclitealer Hardware implementieren
l&sst.

\orteile:

e Die Portierung auf neue Zielarchitekturen vereinfachisic
e der Compiler wird flexibler;

¢ die Realisierung der Programmkonstrukte wird von der Aloégantkoppelt,
Hardware-Features auszunutzen.

Programmiersprachen, deren Ubersetzungen auf abstidkischinen beruhen:

Pascal — P-Maschine

Smalltalk — Bytecode

Prolog — WAM (“Warren Abstract Machine”)
SML, Haskell — STGM

Java — JVM

Hier werden folgende Sprachen und abstrakte Maschineadbeét:

C — CMa /I imperativ
PuF — MaMa /I funktional
PuP WiM /I logikbasiert

l



Die Ubersetzung vo

1 Die Architektur der CMa

Jede virtuelle Maschine stellt einen Satz virtuelfestruktionernzur Verfiigung.

Instruktionen werden auf der virtuellen Hardware ausgefih

Die virtuelle Hardware fassen wir als eine Menge von Datestiren auf, auf die die
Instruktionen zugreifen

e ... und die vonlLaufzeitsystenverwaltet werden.

Fur dieCMabendtigen wir:

01 T ] pc

0 T [ ] sp

e Sist der (Daten-)Speicher, auf dem nach dem LIFO-Prinzigergellen allokiert wer-
den kbnnen —— Keller/Stack

e SP(= Stack Pointerist ein Register, das die Adresse der obersten belegtés et
halt.

Vereinfachung: Alle Daten passen jeweils in eine Zelle vBn

e Cistder Code-Speicher, der das Programm enthalt.
Jede Zelle des Felds kann exakt einen virtuellen Befehl aufnehmen.

e PC(= Program Countgiist ein Register, das die Adresse deshsterauszufihrenden
Befehls enthalt.

e \or Programmausfuhrung enthalt dec die Adresse 0
——= C|0] enthalt den ersten auszufiihrenden Befehl.



Die Ausflihrung von Programmen:

e Die Maschine ladt die Instruktion au§PC] in ein Instruktions-RegistelR und fuhrt
sie aus.

e \or der Ausfihrung eines Befehls wird deC um 1 erhoht.

while (true) {
IR = C[PC]; PC++,
execute (IR);

e Der PC mussvor der Ausfuhrung der Instruktion erhéht werden, da diese rolbel-
weise derPC uberschreibt :-)

e Die Schleife (deMaschinen-Zyklus wird durch Ausfuhrung der Instruktion halt
verlassen, die die Kontrolle an das Betriebssystem zuifitkg

e Die weiteren Instruktionen fiihren wirach Bedargin :-)

2 Einfache Ausdriicke und Wertzuweisungen

Aufgabe: werte den Ausdruck (1+7) %3 aus!
Das heil3t: erzeuge eine Instruktionsfolge, die
e den Wert des Ausdrucks ermittelt und dann

e oben auf dem Keller ablegt...

ldee:
e berechne erst die Werte fur die Teilausdrticke;
e merke diese Zwischenergebnisse oben auf dem Keller;
e wende dann den Operator an!
Generelles Prinzip:
e die Argumente fur Instruktionen werden oben auf dem Kelferagtet;
e die Ausfiihrung einer Instruktion konsumiert ihre Arguneent

e mdglicherweise berechnete Ergebnisse werden oben auf @der Wieder abgelegt.

10



D loadc q

SP++;
S[SP] =q;

Die Instruktion loadc g bendtigt keine Argumente, legt dafur aber als Wert die Kamtst
g oben auf dem Stack ab.

8 |
I - I
SP--;

S[SP] = S[SP} S[SP+1];

mul erwartet zwei Argumente oben auf dem Stack, konsumiert rsielegt sein Ergebnis
oben auf dem Stack ab.

... analog arbeiten auch die Ubrigen binaren arithmetisahd logischen Instruktionen add
suh div, mod, and or undxor, wie auch die Vergleiche eq, neq le, leq, gr undgeq
Beispiel: Der Operator leq

leq

|

Einstellige Operatoren wie neg und not konsumieren dagegen ein Argument und er-

zeugen einen Wert:
:

S[SP] = - S[SP];

11



Beispiel: Code fur 1+7:
loadc 1 loadc 7 add

Ausfuhrung dieses Codes:

1

loadc 1 loadc 7 1| add

Variablen ordnen wir Speicherzellen $eu:

Die Ubersetzungsfunktionen bendétigen als weiteres Arguiraime Funktionp, die fir jede
Variablex die (Relativ-)Adresse von liefert. Die Funktionp hei3tAdress-Umgebun@Ad-
dress Environment).

Variablen kbnnen auf zwei Weisen verwendet werden.

Beispiel: x=y+1

Firy sind wir aminhaltder Zelle, fiirx an derAdressanteressiert.

Adressevon x
Inhaltvon x

L-Wert von x
R-Wertvon x

coder e p | liefert den Code zur Berechnung des R-Werts
vone in der Adress-Umgebung

coder e p | analog fur den L-Wert

Achtung:
Nicht jeder Ausdruck verflgt Gber einen L-Wert (Bspx + 1).
Wir definieren:

12



codeg (e1+e) p = coderey p
codegr e; p
add
... analog furr die anderen binéaren Operatoren
codeg (—e) p = coderep
neg
... analog fur andere unare Operatoren
codegr g p = loadcq
coder x p = loadc(px)

codeg xp = coder xp
load

Die Instruktion load l|adt den Wert der Speicherzelle, deren Adresse oben auf tierhk S
liegt.

load -

S[SP] = S[S[SP]];

codeg (x=¢) p = coderep
coder x p
store

Die Instruktion store schreibt den Inhalt der zweitobersten Speicherzelle irsgigicher-
zelle, deren Adresse oben auf dem Keller steht, lasst deshgekenen Wert aber oben auf
dem Keller liegen :-)

]

store

13



S[S[SP]] = S[SP-1];

SP--;
Beispiel: Codefir e=x=y—1 mitp={x+— 4,y 7},
Dann liefert codeg e p:
loadc 7 loadc 1 loadc 4
load sub store

Optimierungen:
Einfuhrung von Spezialbefehlen fir haufige Befehlsfoldeer etwa:

loadag = loadcq
load

storeaq = loadcq
store

3 Anweisungen und Anweisungsfolgen

Ist e ein Ausdruck, dannist e; eine Anweisung (Statement).
Anweisungen liefern keinen Wert zurlick. Folglich muss @ervor und nach der Ausfiihrung
des erzeugten Codes gleich sein:

codee; p = coderep
pop

Die Instruktion pop wirft das oberste Element des Kellers weg ...
pop

B N

SP--;

Der Code fur eine Statement-Folge ist die KonkatenationGietes for die einzelnen State-
ments in der Folge:

code (sss) p = codesp
code ss p
code € p = /I leere Folge von Befehlen

14



4 Bedingte und iterative Anweisungen

Um von linearer Ausfihrungsreihenfolge abzuweichen, bgab wir Springe:

jump A
L] D

=

PC PC
PC=A;
jumpz A
l o B o
PC PC

=

jumpz A
L] D

PC PC
if (S[SP] ==0) PC = A;
SP--;

Der Ubersichtlichkeit halber gestatten wir die Verwendwog symbolischen Sprungzielen
In einem zweiten Pass kdnnen diese dann durch absolute Airdssen ersetzt werden.

Statt absoluter Code-Adressen kénnte man aeletiveAdressen benutzen, d. h. Sprungziele
relativ zum aktueller?Cangeben.

\orteile:
e kleinere Adressereichen aus;

e der Code wirdrelokierbar d. h. kann im Speicher unveréandert hin und her geschoben
werden.

15



4.1 Bedingte Anweisung, einseitig

Betrachten wir zuersts = if (e) s'.

Idee:
e Lege den Code zur Auswertung veninds’ hintereinander in den Code-Speicher;

e Dekoriere mit Sprung-Befehlen so, dass ein korrekter KiBEluss gewdahrleistet ist!

codesp = .codeR ep ol i
jumpz A
; o
code s’ p Jumpz
A oL code fiir s’
eo0o

4.2 Zweiseitiges if

Betrachte nun s = if (e) s; elses,. Die gleiche Strategie liefert:

codesp = -codeR ep codey, fiire
jumpz A .
code s p Jumpz °
jump B code fiirs 1
A: codes;p jump °
B:
code fiir s 5 -
eo0eo -
Beispiel: Sei p={x—4,y—7} und
s = if(x>y) (i)
X=x—y; (ii)
elsey =y —x; (iii)

16



Dann liefert codes p:

loada 4 loada 4 A: loada7

loada 7 loada 7 loada 4

gr sub sub

jumpz A storea 4 storea 7
pop pop
jump B B:

(i) (i) (iii)

4.3 while-Schleifen

Betrachte schlief3lich die Schleifes = while (e) s’. Dafur erzeugen wir:

codesp = codey fire |-
A: coderep .
jumpz B jumpz @
code s’ p code fiir s’
jump A jump °
B : DY ‘ ‘ ‘ |g—!
Beispiel: Sei p={ar7,br 8,c+— 9} undsdas Statement:

while (a >0) {c=c+1; a=a—b;}

Dann liefert code p die Folge:

A: loada7 loada 9 loada 7 B: ...
loadc O loadc 1 loada 8
gr add sub
jumpz B storea 9 storea 7
pop pop
jump A

17



4.4 for-Schleifen

Diefor-Schleife s =for (e;;e5;e3) s’ istéquivalent zu der Statementfolge,; while (e;) {s’ e3; }
— soferns’ keinecontinue-Anweisung enthalt.
Darum Ubersetzen wir:

codesp = codege;
pop
A: coderepp
jumpz B
code s’ p
codeg e3 p

pop
jump A

4.5 Das switch-Statement

ldee:
e Unterstitze Mehrfachverzweigunghkonstanter Zelt

e BenutzeSprungtabelledie an deri-ten Stelle den Sprung an den Anfang ddéem
Alternative enthalt.

e Eine Mdoglichkeit zur Realisierung besteht in der Einfilgwonindizierten Springen

jumpi B
g H .

PC PC

PC =B + S[SP];
SP--;

Vereinfachung:

Wir betrachten nuswitch-Statements der folgenden Form:

18



s = switch(e) {
case0: ssg break;
casel: ss; break;

casek — 1: ssy_; break;

default: ssi
¥
Dann ergibt sich fus die Instruktionsfolge:
codesp = coderep Co: codessyp B:  jumpCy
check 0k B jump D e
e jump Cy
Cr:  codessk p D:
jump D

DasMacro check 0 k B Uberprift, ob der R-Wert voaim Intervall [0, k] liegt,
und fuhrt einen indizierten Sprung in die Tabelld8 aus.

Die Sprungtabelle enthalt direkte Spriinge zu den jeweiliygernativen.

Am Ende jeder Alternative steht ein Sprung hinter sagtch-Statement.

check 0kB = dup dup jumpi B
loadc 0 loadc k A:  pop
geq leq loadc k
jumpz A jumpz A jumpi B

Weil der R-Wert vore noch zur Indizierung benétigt wird, muss er vor jedem Vedjie
kopiert werden.

Dazu dient der Befehl dup.

Ist der R-Wert vore kleiner als O oder gro3er ats ersetzen wir ihn vor dem indizierten
Sprung durclk.

E

19



S[SP+1] = S[SP];
SP++;

Achtung:

e Die Sprung-Tabelle konnte genauso gut direkt hinter demrMacheck liegen. Da-
durch spart man ein paar unbedingte Springe, muss aberasdwitch-Statement
zweimal durchsuchen.

e Beginnt die Tabelle mit; statt mit 0, missen wir den R-Wert verum u vermindern,
bevor wir ihn als Index benutzen.

¢ Sind sdmtliche moglichen Werte versicherim Intervall [0, k|, kdnnen wir auf check
verzichten.

5 Speicherbelegung fur Variablen

Ziel:
Ordne jeder Variablen statischd. h. zur Ubersetzungszeit, eine feste (Relativ-)Adresper
zu!

Annahmen:
e Variablen von Basistypen wiet, ... erhalten eine Speicherzelle.

e Variablen werden in der Reihenfolge im Speicher abgeleg,sie deklariert werden,
und zwar ab Adresse 1.

Folglich erhalten wir fir die Deklaration d = t; xq; ... tx xx; (t; einfach) die Adress-
Umgebungo mit
px;i=1, i=1,...,k

20



5.1 Felder
Beispiel: int [11] a;

Das Feld a enthélt 11 Elemente und bendtigt darum 11 Zellen.
pa istdie Adresse des Elementsz[0].

a[10]

al0]

Notwendig ist eine Funktiosizeof(hier: | -

), die den Platzbedarf eines Typs berechnet:

] = 1 falls t einfach
) ke falls t = t'[K]

Dann ergibt sich fur die Deklaration d =t x1; ... tx xx;

px; = 1
ox;, = pxi,1+]ti,1| furi > 1

Weil | - | zur Ubersetzungszeit berechnet werden kann, kann danmauttbersetzungszeit
berechnet werden.
Aufgabe:

Erweiterecode; undcodey auf Ausdricke mit indizierten Feldzugriffen.

Sei tlc] a; die Deklaration eines Feldesa.
Um die Anfangsadresse der Datenstruktufi] zu bestimmen, miissen wiu + |¢| « (R-Wert von i)
ausrechnen. Folglich:

codep ale] p = loadc(pa)
coder e p
loadc||
mul
add

21



... oder allgemeiner:

coder ei[les] p = codere; p
coder e, p
loadc|f|
mul
add

Bemerkung:

e In Cist ein Feld einZeiger. Ein deklariertes Feld ist eine Zeiger-Konstantederen
R-Wert die Anfangsadresse des Feldes ist.

e Formal setzen wir flr ein Felel coder e p=coder e p

e In Csind aquivalent (als L-Werte):

5.2 Strukturen

In Modulahei3en StruktureRecords
Vereinfachung:

Komponenten-Namen werden nicht anderweitig verwandt.
Alternativ kbnnte man zu jedem Struktur-Typeine separate Komponenten-Umgebung;;
verwalten :-)

Sei struct { int a; int b; } x; Teil einer Deklarationsliste.
e x erhalt die erste freie Zelle des Platzes fir die StruktuRalsitiv-Adresse.

e Fur die Komponenten vergeben wir Adresselativzum Anfang der Struktur, hier —
0,b— 1.

Sei allgemein  t = struct {#; ¢1;. ..t cx; }. Dann ist

22



k
o= 5 I
=1

pci = 0 und

pC; = pPCi—1+ |t1‘,1’ furi > 1
Damit erhalten wir:
codep (ec) p = codepep
loadc(pc)
add

Beispiel:

Sei struct {int a;int b; } x; mit p={x—13,a+— 0,0 — 1}.
Dann ist

code; (x.b) p = loadc 13
loadc 1
add

6 Zeiger und dynamische Speicherverwaltung

Zeiger(Pointer) gestatten den Zugriff auf anonyme, dynamiscéwggie Datenelemente, deren
Lebenszeit nicht derhlFO-Prinzip unterworfen ist.

—— Wir bendtigen eine weitere potentiell beliebig groRe DaterkturH — denHeap
(bzw. dieHalde):

s [ 1 11 [ ] =
0 T MAX
SP EP NP
NP = New Pointerzeigt auf unterste belegte Haldenzelle.
EP = Extreme Pointerzeigt auf die Zelle, auf die d&2P maximal zeigen kann (in-
nerhalb der aktuellen Funktion).
Idee dabei:

23



e Chaos entsteht, wenn Stack und Heap sich tberschnesdaeck(Overflow.

e Eine Uberschneidung kann bei jeder Erhohung $&nbzw. jeder Erniedrigung deésP
eintreten.

e EPerspart uns die Uberprifungen auf Uberschneidung bei desk&berationen :-)

¢ Die Uberprufungen bei Heap-Allokationen bleiben erhalten(.

Mit Zeiger (-Werten) rechnen, heil3t in der Lage zu sein,
e Zeiger zuerzeugend.h. Zeiger auf Speicherzellen zu setzen; sowie

e Zeiger zudereferenzierend. h. durch Zeiger auf die Werte von Speicherzellen zugrei-
fen.

Es gibt zwei Arten, Zeiger zu erzeugen:

(1)  Ein Aufruf von malloc liefert einen Zeiger auf eine Heap-Zelle:

codegr malloc (¢) p = codegep
new

NP ﬁ NP

=}

new

if (NP - S[SP]< EP)

S[SP] = NULL;
elsef

NP = NP - S[SP];

S[SP] = NP;

e NULL ist eine spezielle Zeigerkonstante (etwa))

24



¢ Im Falle einer Kollision von Stack und Heap wird der NULL-ger zurtickgeliefert.

(2) Die Anwendung des Adressoperators & liefert eid@igerauf eine Variable, d. h.
deren Adresse¥ L-Wert). Deshalb:

codeg (&e) p = codep e p

Dereferenzieren von Zeigern:

Die Anwendung des Operators+ auf den Ausdruck liefert deninhaltder Speicherzelle,
deren Adresse der R-Wert verist:

coder (xe) p = codeg e p

Beispiel: Betrachte fiir
struct ¢ { int a[7]; struct t xb; };
int i, j;
struct ¢ xpt;

den Ausdruck e = ((pt — b) — a)[i + 1]

Wegen e —a=(xe).a gilt
code; (e —a)p = codegep
loadc(pa)
add
b ||
H
pt: ———————® a
]::

Sei p={i—1,j— 2,pt — 3,a— 0,b— 7}. Dannist:

25



codepep = codeg ((pt —b) —a)p = codeg ((pt = b) —a)p

coder (i+1) p loada 1
loadc 1 loadc 1
mul add
add loadc 1
mul
add

Fur Felder ist der R-Wert gleich dem L-Wert. Deshalb erimalté:

codeg ((pt = b) —a)p = codeg (pt —b)p = loada3
loadc O loadc 7
add add
load
loadc O
add
Damit ergibt sich insgesamt die Folge:
loada 3 load loada 1 loadc 1
loadc 7 loadc O loadc 1 mul
add add add add

[ Zusammenfassung
Stellen wir noch einmal die Schemata zur Ubersetzung vorl&iggen zusammen.

coder (e1]e2]) p = coderer p
codegr ep p
loadc||
mul
add soferne; Typt[] hat

codey (e.a) p = codepep

loadc(pa)
add

26



codey (xe) p = codegrep

coder x p = loadc(px)
coder (&e) p = coder e p
codeg (malloc (e)) p = coderep
new
coder e p = coderep falls e ein Feld ist
coder (e;0ep) p = codere; p
coder e, p
op opBefehl zu Operator’
coder g p = loadcq g Konstante
coder (e =e3) p = codegrep p
coder e1 p
store
coder e p = coderep
load sonst
Beispiel: int  a[10], xb; mitp = {a— 7,b+— 17}.
Betrachte das Statement: S1 = *a = 5;
Dann ist:
code; (xa) p = «codegrap = code,ap = loadc7?
code s1 p = loadc5
loadc 7
store
pop

Zur Ubung Uibersetzen wir auch noch:

S, =b = &a|2];

und  s3=x*(b+3)=5;

27



code (sps3) p = loadc 7 loadc 5
loadc 2 loadc 17
loadc1l // Skalierung load
mul loadc 3
add loadc1 /I Skalierung
loadc 17 mul
store add
pop /[ Ende vors, store
pop /[ Ende vors;
8 Freigabe von Speicherplatz
Probleme:
¢ Der freigegebene Speicherbereich wird noch von anderagedereferenziertdangling
referenceps

e Nach einiger Freigabe kdnnte der Speicher etwa so aussieagmeéntatio

Maogliche Auswege:

Nimm an, der Programmierer weil3, was er tut. Verwalte daenfriien Abschnitte
(etwa sortiert nach GrofR3e) in einer speziellen Datensirukt

— malloc wird teuer :-(

Tue nichts, d.h.:

coder e p
pop

code free(e); p =

— einfach und (i.a.) effizient :-)

Benutze eineautomatischeevtl. “konservative’Garbage-Collectiondie gelegentlich
sichernicht mehr bendétigten Heap-Platz einsammelt und daatoc zur Verfiigung
stellt.
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9 Funktionen

Die Definition einer Funktion besteht aus
einemNamen mit dem sie aufgerufen werden kann;

einer Spezifikation ddormalen Parametgr

evtl. einemErgebnistyp

einemAnweisungsteil
In C gilt:
codeg fp = loadc_f = Anfangsadresse des Codes fiir

— Auch Funktions-Namen mussen in der Adress-Umgebung vesivaérden!
Beispiel:

main () {
int fac (int x) { int n;
if (x <0)return 1; n = fac(2) +
else return x x fac(x — 1); fac(1);
} printf (“%d”, n);
}

Zu einem Ausfiuhrungszeitpunkt kénnen mehriergtanzenAufrufe) der gleichen Funktion
aktiv sein, d. h. begonnen, aber noch nicht beendet sein.
Der Rekursionsbaum im Beispiel:

main

fac fac  printf

fac fac

fac

Wir schliel3en:

Die formalen Parametemdlokalen Variablerder verschiedenen Aufrufe der selben Funktion
(Instanzehmissen auseinander gehalten werden.

ldee:
Lege einen speziellen Speicherbereich fur jeden Aufrugrdiunktion an.

In sequentiellen Programmiersprachen kénnen diese Spbmteiche auf dem Keller verwal-
tet werden. Deshalb heifl3en sie al@iler-Rahmer{oderStack Framg
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9.1 Speicherorganisation flr Funktionen

SP

FP

EE——

lokale Variablen

— PCold
FPold
EPold

organisatorische
Zellen

formale Parameter /
Funktionswert

FP = Frame Pointerzeigt auf die letzt®rganisatorische Zellend wird zur Adressierung der
formalen Parameter und lokalen Variablen benutzt.
Achtung:

e Die lokalen Variablen erhalten Relativadresser-1,+2, .. ..

e Die formalen Parameter liegemterhalbder organisatorischen Zellen und haben des-
halbnegativeAdressen relativ z&P  :-)

¢ Diese Organisation ist besonders geeignet fur Funktidngaumit variablerArgument-
Anzahl wie z.B printf

e Den Speicherbereich fur die Parameter recyclen wir zurcBpeiing des Ruckgabewerts
der Funktion :-))

Vereinfachung: Der Riuckgabewert passt in eine einzige Zelle.

Unsere Ubersetzungsaufgaben fur Funktionen:

e Erzeuge Code fir den Rumpf!

e Erzeuge Code fir Aufrufe!

9.2 Bestimmung der Adress-Umgebung

Wir missen zwei Arten von Variablen unterscheiden:

1. globaldexterne, die aufRerhalb von Funktionen definiert werden;

2. lokaléinterne/automatische (inklusive formale Parametes,idinerhalb von Funktio-

nen definiert werden.

—

Die Adress-Umgebung ordnet den Namen Paare(tag, a) € {G,L} x Z zu.
Achtung:
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e Tatsachlich gibt es i.a. weitere verfeinerte AbstufungenSichtbarkeit von Variablen.

e Bei der Ubersetzung eines Programms gibt es i.a. fiir vexdehie Programmteile ver-
schiedene Adress-Umgebungen!

Beispiel:

[0] inti;

struct list {
int info; main() {
struct list x next int k;

}ox 1 scanf("%d", &i);

scanlist(&]);
int ith (struct list x x, int ) { printf ("\n\t%d\n", ith (,7));

if i <1)return x —info; }
else returnith (x —nexti — 1);

}

Vorkommende Adress-Umgebungen in dem Programm:

@ Vor den Funktions-Definitionen:

Po - | —> (G, 1)
I - (G2
Innerhalb vorith:
o1 : i — (L, ,—4)
X +— (L,=3)
I -  (G,2)
ith — (G,_ith)

Achtung:

e Die aktuellen Parameter werden viathtsnachlinks ausgewertei

e Der erste Parameter liegt direkt unterhalb der organisatoen Zellen :-)
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e FUr einen Prototypen 7 f(1y x1,..., Tk Xx) Setzen wir:

x1— (L, =2 —|7|) xi— (L, =2—|n|—...—|7|)

Innerhalb vormairt

Py : i —  (G1)
I -  (G,2)
k — (L1)
ith  —  (G,_ith)
main —  (G,_main

9.3 Betreten und Verlassen von Funktionen
Sei f die aktuelle Funktion, d. h. d€aller, und f rufe die Funktiorg auf, d. h. derCallee

Der Code fur den Aufruf muss auf den Caller und den Calleesitevterden.
Die Aufteilung kann nur so erfolgen, dass der Teil, der vdorimationen des Callers abhangt,
auch dort erzeugt wird (analog fur den Callee).

Achtung:

Den Platz fur die aktuellen Parameter kennt nur der Caller
Aktionen beimBetretervon g:

1. Bestimmung der aktuellen Parameter
2. Retten vor+P, EP } mark
3. Bestimmung der Anfangsadresse vpn stehen inf
4. Setzen des neuerP
5. Retten vonPCund call
Sprung an den Anfang van )
6. Setzen des neuérP enter
stehen irg
7. Allokieren der lokalen Variablen alloc
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Aktionen beiBeendernies Aufrufs:

0. Berechnen des Ruckgabewerts

1. Abspeichern des Riickgabewerts

2. Rucksetzen der Register, EP, SP return

3. Rucksprung in den Code vagh d. h.
Restauration desC )

4. Aufraumen des Stack } slide

Damit erhalten wir fuir einen Aufruf fur eine Funktion mit nodlestens einem Parameter und
einem Ruckgabewert:

codeg g(e1,...,e,) p = codege, p

coder e1 p
mark

coder g p
call

slide (m — 1)

wobei m der Platz fur die aktuellen Parameter ist.
Beachte:

\Von jedem Ausdruck, der als aktueller Parameter auftriiitgl jeweils derR-Wert be-
rechnet ——= Call-by-ValueParameter-Ubergabe.

Die Funktiong kann auch eirAusdrucksein, desseR-Wertdie Anfangs-Adresse der
aufzurufenden Funktion liefert ...

Ahnlich deklarierten Feldern, werden Funktions-Namerkatsstante Zeigeauf Funk-
tionen aufgefasst. Dabei ist der R-Wert dieses Zeigerslglder Anfangs-Adresse der
Funktion.

Achtung! Fur eine Variable int (x)() ¢; sind die beiden Aufrufe

(x8)() und 8()

aquivalent Per Normalisierung muss man sich hier vorstellen, werden Dereferenzie-
rungen eines Funktions-Zeigers ignoriert-)

Bei der Parameter-Ubergabe von Strukturen werden dieserkop
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Folglich:

codeg f p = loadc (pf) f ein Funktions-Name
coder (xe) p = coderep e ein Funktions-Zeiger
coder e p = coderep

move k e eine Struktur der Grof¥e

Dabei ist:

k
move k

for (i = k-1; i>0; i--)
S[SP+i] = S[S[SP]+i];
SP = SP+k—1;

Der Befehl mark legt Platz fir Rickgabewert und organisatorische Zellearahrettet-P
undEP.

FP
EP
mark
S[SP+1] = EP;
S[SP+2] = FP;
SP =SP + 2;
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Der Befehl call rettet die Fortsetzungs-Adresse und sétztund PC auf die aktuellen
Werte.

FP ——=| p

call

PC

tmp = S[SP];
S[SP] = PC;
FP = SP;
PC = tmp;

Der Befehl slide kopiert den Riickgabewert an die korrekte Stelle:

slidem

IERE
N

tmp = S[SP];
SP = SP-m;
S[SP] =tmp;

Entsprechend Ubersetzen wir eine Funktions-Definition:

code tf (specs{V_defs ss} p =

_f: enterq I/l setzen des EP
alloc k I/l Anlegen der lokalen Variablen
code ss pf
return /[ Verlassen der Funktion
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wobei q = max—+k wobei

max = maximale Lange des lokalen Kellers
k = Platz fur die lokalen Variablen
o = Adress-Umgebung fuf

/I bertcksichtigt specs, V_detsdp
Der Befehl enter q setzt der=Pauf den neuen Wert. Steht nicht mehr gentigend Platz zur
Verfligung, wird die Programm-Ausfihrung abgebrochen.

EP —>=

D enter q

EP=SP+q;
if (EP > NP)
Error (“Stack Overflow”);

Der Befehl alloc k reserviert auf dem Keller Platz fur die lokalen Variablen.

o~

D alloc k

SP=SP+k;

Der Befehl return gibt den aktuellen Keller-Rahmen auf. D.h. er restauriegtREegister
PC, EPundFP und hinterlasst oben auf dem Keller den Rickgabe-Wert.

PC PC|p |
FP FP| |
EP return EP E

<[] ]

36



PC = S[FP]; EP = S[FP-2];
if (EP > NP) Error (“Stack Overflow”);
SP = FP-3; FP = S[SP+2];

9.4 Zugriff auf Variablen, formale Parameter und Rickgabe v on
Werten

Zugriffe auf lokale Variablen oder formale Parameter eéol relativ zum aktuelleRP.
Darum modifizieren wicode fir Variablen-Namen.

Fur px = (tag,j) definieren wir

loadcj tag=G

dep x p=
codeL P {Ioadrcj tag =L

Der Befehl loadrcj berechnet die Summe véiPund j.

loadrcj
p oadrcj o
SP++;
S[SP] = FP+j;

Als Optimierung fuhrt man analog zuloadaj und storea| die Befehle loadrj und
storerj ein:

loadrj = loadrcj
load

storerj = loadrcj;
store

Der Code fur return e; entspricht einer Zuweisung an eine Variable mit Relatigade
—3.

code returne; p = codegep
storer -3
return
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Beispiel:  Fur die Funktion

int fac (int x) {
if (x <0)return 1;
else return x * fac (x — 1);

}
erzeugen wir:

_fac: enterq loadc 1 A: loadr-3 mul
alloc 0 storer -3 loadr -3 storer -3
loadr -3 return loadc 1 return
loadc O jump B sub B: return
leq mark
jumpz A loadc _fac

call
slide O

Dabeiist pfc:x+— (L,—3) und q=1+1+3=5.

10 Ubersetzung ganzer Programme
Vor der Programmausfuihrung gilt:

SP = -1 FP=EP =0 PC=0 NP = MAX

Sei p=V_defs F_degf... F_def, ein Programm, wobedt_def eine Funktiont; defi-
niert, von denen eine  main heiflt.
Der Code fiir das Programmenthal:

e Code fur die Funktions-Definitioneh_def;

e Code zum Anlegen der globalen Variablen;
e Code fur den Aufruf von  main();
e die Instruktion halt

Dann definieren wir:
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codep® = enter(k + 4)
alloc(k+1)
mark
loadc _main
call
slidek
halt

_f1: code F_def p

f,:  code F_def, p

wobei leere Adress-Umgebung;
globale Adress-Umgebung;

Platz fur globale Variablen

~
~
~

A0 =
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Die Analyse-Phase

Orientierung:

Programmtext

s

Analyse

Interndarstellung

Compiler
18)1dwo)

Syntheseg

1

Code

Nachdem wir Prinzipien der Code-Erzeugung kennen gelexbéi, behandeln wir nun die
AnalysePhase :-)

Programmtext

Scanner lexikalische Analyse:
Aufteilung in Sinneinheiten

% Token-Strom
> : .
3 Parser syntaktische Aqalyse. .
c Erkennen der hierarchischen Struktur
< Syntaxbaum
Type semantische Analyse:
Checker, .|. Uberprifung/Ermittlung

semantischer Eigenschaften

(annaotierter) Syntaxbaum
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1 Die lexikalische Analyse

| O C
xyz+42 —= Scanner Xyz

e Ein Tokenist eine Folge von Zeichen, die zusammen eine Einheit bilden
e Tokens werden ilasserzusammen gefasst. Zum Beispiel:

—  Namen(ldentifier) wie  xyz, pi, ...
—  Konstanterwie 42,3.14 ,"abc” , ...
—  Operatorerwie +, ...

—  reservierte Wortevie if ,int , ...

Sind Tokens erst einmal klassifiziert, kann man die Teiledrorverarbeiten

e Wegwerfenrrelevanter Teile wié_eerzeichepnKommentarep..

e AussonderwvonPragmasd.h. Direktiven an den Compiler, die nicht Teil des Progmasn
sind, wieinclude Anweisungen,;

e Ersetzerder Token bestimmter Klassen durch ihre Bedeutung / Insgstellung, etwa
bei:
—  Konstanten

—  Namen die typischerweise zentral in ein&ymbolTabelle verwaltet, evt. mit
reservierten Worten verglichen (soweit nicht vom Scanmeeits vorgenommen
:-) und gegebenenfalls durch einen Index ersetzt werden.

S Sieber
Diskussion:

e Scanner und Sieber werden i.a. in einer Komponente zusamefi@sst, indem man dem
Scanner nach Erkennen eines Tokens gestattet, eine Aktsziiihren :-)

e Scanner werden i.a. nicht von Hand programmiert, sondesreser Spezifikatiomge-
neriert
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Spezifikation Generator Scanner

\orteile:

Produktivitat:
Die Komponente lasst sicdthnelletherstellen :-)

Korrektheit:
Die Komponente realisiert (beweisbar-) die Spezifikation.

Effizienz:

Der Generator kann die erzeugte Programmkomponente méftizientesten Algorith-
men ausstatten.

Einschrankungen:

—  Spezifizieren ist aucRrogrammierenr— nur eventuell einfacher :-)
—  Generierung statt Implementierung lohnt sich nurRawutine-Aufgaben
...und ist nur ftr Probleme moglich, deehr gut verstandesind  :-(

.. inunserem Fall:

0 ,(: :)
-0
0 [1-9][0-9] Generator [1-9]
[0-9]
Spezifikation von Token-Klassen: Regulére Ausdricke;
Generierte Implementierung: Endliche Automaten X :-)
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1.1 Grundlagen: Regulare Ausdricke

e Programmtext benutzt ein endlich@lphabet > von Eingabe-Zeichen, z.B. ASCII
-)

e Die Menge der Textabschnitte einer Token-Klasse ist i.eegular

e Regulare Sprachen kann man mithilégyularer Ausdrickspezifizieren.

Die Menge &y der (nicht-leerenjegularen Ausdrickest die kleinste Menge £  mit:
e ce€¢& (eneues Symbol nicht aus);

e agc& furalle aeX;

e (e1]er),(e1-e),4" € E sofern eq,e; € €.

?.:.

Stephen Kleene, Madison Wisconsin, 1909-1994

Beispiele:
((a-b")-a)
(a|b)
((a-b)-(a-b))
Achtung:

e  Wir unterscheiden zwischen Zeichen, 0, |,... undMeta-Zeichen ¢, |, ),...
e Um (hassliche) Klammern zu sparen, benutzen@perator-Préazedenzen

> >

und lassen” weg :-)
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e Reale Spezifikations-Sprachen bieten zusatzliche Kdkistiie:

3
~
I
—~
m
3
~—

et

|
—

I3

[N
*
N—

und verzichten aufé” :-)

Spezifikationen benotigen eilg@mantik :-)

Im Beispiel:
Spezifikation Semantik
ab*a {ab"a | n > 0}
alb {a,b}
abab {abab}

Fur e e & definieren wir die spezifizierte Sprachde] C =*  induktiv durch:

[e] = {e}

[a] = {a}

[e]T = ([e])
[erlex] = [ea] U [e2]
[erex] = [e] - [e]

Beachte:
e Die Operatoren (_)*,U,- sind die entsprechenden Operationen auf Wort-Mengen:
(L = {wi...wx|k>0,w; €L}

Ll'Lz = {ZU]ZU2|ZU1 ELl,ZU2€L2}

Beachte:

e Die Operatoren (_)*,U,- sind die entsprechenden Operationen auf Wort-Mengen:

(L = {wi...wx|k>0,w; €L}
Ll'Lz = {ZU]ZU2|ZU1 ELl,ZU2€L2}

e Regulare Ausdrucke stellen wir intern atgrkierte geordnete Baundar:
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Innere Knoten:
Blatter:

Finger-Ubung:

Zu jedem regularen Ausdrucke konnen wir einen Ausdruck ¢’

ieren so dass:

o [e] = [T

Operator-Anwendungen;
einzelne Zeichen oder e.

e Fallsfe]] = {e}, dannist ¢ = ¢;
e Falls[e]] # {e}, dann enthal¢’ kein “¢”.

Konstruktion:

(evt. mit “?”) konstru-

Wir definieren eine Transformation7  von regularen Ausdriicken durch:

7 leq-e]

€

a

case (7 [e1], T [ea]) of
|
|

|
case (7 [e1], T [ea]) of

case Tle] of e: €
| eq: 61*
case Tle] of e: €

| err e?
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Unsere Anwendung:
Identifier inJava:
le = [a-zA-Z \9]

di = [0-9]
Id = {le} ({le}{dip*

Gleitkommazahlen:

Float = {di}* (\{di}|{di}\) {di}*((e[E)(\+]\-)?{di}+)

Bemerkungen:

e “le "und “di " sind Zeichenklassen
e Definierte Namenverden in {”, “}” eingeschlossen.
e Zeichen werden voiMeta-Zeichen durch\” unterschieden.
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1.2 Grundlagen: Endliche Automaten

Beispiel:

Knoten: Zustande;
Kanten:  Ubergange;

Beschriftungen: konsumierter Input :-)

Dana S. Scott, Carnegy Mellon

Michael O. Rabin, Stanford University, Pittsburgh

University

Formal ist einnicht-deterministischegndlicher Automat mit-Ubergangend-NFA) ein Tu-
pel A=(0,%61,F) wobei:
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Q eine endliche Menge von Zustanden,;

r ein endliches Eingabe-Alphabet;

I C O die Menge der Anfangszustande;

F C QO die Menge der Endzustande und

5 die Menge der Ubergange (die Ubergangs-Relation) ist.

Fire-NFAsist:
6 C Ox(zu{e})xQ

e Gibtes keinee-Ubergange (p,e,q),ist A einNFA.
e Ist 6:0x X — O eineFunktionundl =1, heildt A deterministisc{DFA).

Akzeptierung

e Berechnungesind Pfade im Graphen.
e akzeptierend8erechnungen fihren vonl nach F.
e Einakzeptiertes Worist die Beschriftung eines akzeptierenden Pfades ...

Akzeptierung

e Berechnungesind Pfade im Graphen.
e akzeptierend8erechnungen fihren vonl nach F.
e Einakzeptiertes Worist die Beschriftung eines akzeptierenden Pfades ...
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e Dazu definieren wir detransitiven Abschluss 6 von ¢ als kleinste Menge &'
mit:

(p,e,p)€d und
(p,xw,q) € & sofern (p,x,p1) €6 und (p1,w,q) € 9.

6" beschreibt fur je zwei Zustande, mit welchen Wortern man eamen zum andern
kommt :-)

e Die Menge aller akzeptierten Worte, d.h. die vor akzeptierte Sprachi@nnen wir
kurz beschreiben als:

LA)={we X" |Jiel,feF: (iwf)ed}
Satz:

Fur jeden regularen Ausdrucke kann (in linearer Zeit-) ein e-NFA konstruiert werden,
der die Sprache [e¢] akzeptiert.

ldee:
Der Automat verfolgt (konzepionell mithilfe einer Marke™), wohin man in ¢ mit der

Eingabe w gelangen kann.
Beispiel:

Beispiel:
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Beispiel:

w = bbaa
Beispiel:

w = bbaa
Beispiel:
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Beispiel:

w = bbaa
Beispiel:

w = bbaa
Beispiel:
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Beispiel:

w = bbaa
Beispiel:

w = bbaa
Beachte:

e Gelesen wird nur an den Blattern.
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e Die Navigation im Baum erfolgt ohne Lesen, d.h. mtJbergangen.

e Fur eine formale Konstruktion mussen wir die Knoten im Bawmeichnen
e Dazu benutzen wir (hier) einfach den dargestellieitausdruck :-)

e Leider gibt es eventuell mehrere gleiche Teilausdrickeé

—_— Wir numerieren die Blatter durch.
... Im Beispiel:

... Im Beispiel:

... Im Beispiel:
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Die Konstruktion:

Zustande: eor, re 1 Knotenvon ¢;
Anfangszustand: oc;
Endzustand: ce;

Ubergangsrelation:

Fur Blatter » = bendtigen wir: (er, x,re).

Die tibrigen Ubergange sind:

r Ubergange r | Ubergange
r1|ry | (er, €, or) i (e7,€,10)
(o1, €, 017) (o7, €, 0r7)
(r1e,€,10) (r1e, €, 0r7)
(ry0,€,10) (r10,€,10)
ri-r2 | (er, €, 0r7) r1? | (er, €, re)
(r1e,€,017) (o7, €, 017)
(ry0,€,10) (r1e,€,10)
Diskussion:

e Die meisten Ubergange dienen dazu, im Ausdruck zu navigiere
e Der Automat ist i.anichtdeterministisch :-(
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=
Strategie:
(1)  Beseitigung dee-Ubergénge;
(2) Beseitigung des Nichtdeterminismus-)

Beseitigung vore-Ubergangen:

Zwei einfache Ansatze:

Wir benutzen hier den zweiten Ansatz.
Zur Konstruktion von Parsern werden wir spater den erstentzen :-)
1. Schritt: empty[r] =t gdw. €€ []

... Im Beispiel:

1. Schritt: empty[r] =t gdw. € € [7]

... Im Beispiel:
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1. Schritt; empty[r] =t gdw. €€ [7]

... Im Beispiel:

1. Schritt: empty[r] =t gdw. €€ [r]

... Im Beispiel:
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1. Schritt: empty[r] =t gdw. € € [7]

... Im Beispiel:

Implementierung: DFSpost-ordefTraversierung

Fir Blatter » = ist empty[r] = (x = e).

Andernfalls:
empty[r1 | r2] = empty[r1] V empty|r;]
empty[r1 - 2] = empty[ri] A empty|r;]
empty|[r;] =t
empty|[r?] = t
2. Schritt:
Die Menge erster Blatter: firstlr] = {iinr | (or, €, 0 i[x]) € 6"}
... Im Beispiel:

57



2. Schritt:
Die Menge erster Blatter: firstfr] = {iinr | (er, e, o[ i[x]) € 6"}

... Im Beispiel:

2. Schritt:

Die Menge erster Blatter: firstfr] = {iinr | (er, €, 0 i[x]) € 6°}
... Im Beispiel:

2. Schritt:

Die Menge erster Blatter: firstfr] = {iinr | (er, €, 0 i [x]) € 6°}
... Im Beispiel:
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2. Schritt:
Die Menge erster Blatter: firstfr] = {iinr | (er,€,0[ i [x]) € 6", x # €}

... Im Beispiel:

Implementierung: DFSpost-ordefTraversierung

Fur Blatter r = ist first[r] = {i|x # €}.

Andernfalls:
first [1’1 | 1’2] = first [1’1] U fil’St[Vz]
firstry -1a] = f?rst[rl] Ufirst[r,]  falls empty[ri] =t
first[r1] falls empty[ri] = f
first[r;] = first[r]
first[rl?] = first[rl]
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3. Schritt:
Die MengenachsteBlatter: next[r] = {i | (re, e, o[i[x]) € 6"}

... Im Beispiel:

3. Schritt:

Die MengenachsteBlatter: next[r] = {i | (re, e, o[i[x]) € 6}
... Im Beispiel:

3. Schritt:

Die MengenachsteBlatter: next[r] = {i | (re, e, o[i[x]) € 6"}
... Im Beispiel:
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3. Schritt:
Die MengenachsteBlatter: next[r] = {i | (re,e,o[i[x]) € 5"}

... Im Beispiel:

3. Schritt:
Die MengenachsteBlatter: next[r] = {i | (re,e,o[i[x]) € 5"}
... Im Beispiel:
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Implementierung: DFSpre-orderTraversierung ;-)

Fur die Wurzel haben wir:
nextle] = 0)

Ansonsten machen wir eine Fallunterscheidung Uberkaenext:

r Regeln
r1| ry || next[ri] = next[r]
next[r,] = next|r]
fi =
ot | nextln] = !rst[rQ]Unext[r] falls empty[ry] =t
first[rs] falls empty[ry] = f
next[r,] = next|r]
ri || next[r1] = first[r1] U next|[r]
r1? || next[r;] = next[r]
4. Schritt:
Die MengeletzterBlatter: last[r] = {iinr | ([i[x]e,€,re) € 6}
... Im Beispiel:
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4. Schritt:
Die MengeletzterBlatter: last[r] = {iinr | ((i[x]e,€,r0) € 57}

... Im Beispiel:

4. Schritt:
Die MengeletzterBlatter: last[r] = {iinr | ([i[x]e,€,r0) € 6", x # €}
... Im Beispiel:
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Implementierung: DFSpost-ordefTraversierung :-)

Fur Blatter r = ist last[r] = {i|x # €e}.

Andernfalls:
last[ry | r2] = last[r1] U last[rs]
jastlr 2] = last[r1] U last[r,]  falls empty[r,] =t
last[rs] falls empty[r,] = f
last[r;] = last[r]
last[r1?] = last[r]
Integration:

Zustande:  {ee} U {ie | i Blatt}
Startzustand: oc

Endzustande:
Falls empty[e] = f, dann last[e]. Andernfalls:  {ec} U last[e].

Ubergange:
(ec,a,ie) falls i€ firstfe]] und i mit a beschriftetist;

(ie,a,i'e) falls i €next[i] und i’ mit a beschriftetist.

Den resultierenden Automaten bezeichnen wir mit,.
... Im Beispiel:
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Bemerkung:

e Die Konstruktion heil3t aucBerry-Sethi oderGlushkowKonstruktion.
e Sie wird inXML zur Definition vonContent Modeldenutzt ;-)
e Das Ergebnis ist vielleicht nicht, was wir erwartet haben

Gerard Berry, Esterel Technologies Ravi Sethi, Research VR, Lucent

Technologies

Der erwartete Automat:

a,b

/():a:a,bc
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Bemerkung:

e ineinen Zustand eingehende Kanten haben hier nicht unisetimgleiche Beschriftung
-)

e Daflr ist die Berry-Sethi-Konstruktion direkter-)

e In Wirklichkeit benétigen wir abedeterministischéutomaten

——  Teilmengen-Konstruktion

... Im Beispiel:

... Im Beispiel:
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a
O
.. Im Beispiel:
a
/ a
b
b
.. iIm Beispiel:
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.. iIm Beispiel:

Satz:

Zu jedem nichtdeterministischen AutomatenA = (O, %, 5,1, F) kann ein deterministi-
scher Automat P(A) konstruiert werden mit

Konstruktion:

Zustande: Teilmengen von O;
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Anfangszustande: {1};
Endzustande: {Q’C Q| Q' NF #0};
Ubergangsfunktion: 6p(Q,a)={q€Q|IpeQ: (payq) € é}.

Achtung:

e Leider gibt es exponentiell viele Teilmengen vor) :-(

e Um nurnitzlicheTeilmengen zu betrachten, starten wir mit der Meng®,» = {I}
und figen weitere Zustande nuach Bedarhinzu

e d.h., wenn wir sie von einem Zustand i), aus erreichen kdnnen:-)
e Trotz dieser Optimierung kann der Ergebnisautoreatigsein :-((
...was aber in dePraxis(so gut wie) nie auftritt :-))

e In Tools wiegrep wird deshalb zu deDFA zu einem regularen Ausdruck nicht aufge-
baut!!!

e Stattdessen werdemahrend der Abbarbeitung der Eingagenau die Mengen konstru-
iert, die fur die Eingabe notwendig sind ...

... Im Beispiel:
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... Im Beispiel:

[ajba]b]
a
O
... Im Beispiel:
(ajbla]b]
e
b
O
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... Im Beispiel:

(ajba]b]
a
b
A .
... Im Beispiel:
ajba]b]
e
b
A .
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Bemerkungen:

e Bei einem Eingabewort der Langen werden maximal O(n) Mengen konstruiert
-)

e st eine Menge bzw. eine Kante dB&A einmal konstuiert, heben wir sie in eindash-
Tabelleauf.

e Bevor wir einen neuen Ubergang konstruieren, sehen wirnarsh, ob wir diesen nicht
schon haben :-)

Zusammen fassend finden wir:
Satz
Zu jedem reguléren Ausdrucke kann ein deterministischer AutomatA = P(A,) kon-

struiert werden mit
L(A) = [e]
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1.3 Design eines Scanners
Eingabe (vereinfacht):  eine Menge von Regeln:

e { action }
e { action; }
ex { action; }
Ausgabe: ein Programm, das
von der Eingabe eimaximales Préfix w liest,das ey | ... | e erfillt;

dasminimale i ermittelt, sodass w € [e;];
fir w action; ausfihrt.

Implementierung:

ldee:

e Konstruiere derDFA  P(A,) = (Q,%,6,{q0},F) zu dem Ausdruck e = (e; |
e | ek);
e Definiere die Mengen:

F, = {g€F|qgnlastle] # 0}
E = {g€ (F\R)|gnNlastley] # 0}

Fo = {g€ (F\(FiU...UF1)) | gNlast[es] # 0}

e Fir Eingabe w gilt: 5" (g0, w) € F; genau dann wenn der Scanner fiw
action; ausfuhren soll :-)
e Der Scanner verwaltet zwei Zeigéd, B) und die zugehdrigen Zustande(q, g;)...

e Der ZeigerA merkt sich die letzte Position in der Eingabe, nach der estahd g4 < F
erreicht wurde;

e Der ZeigerB verfolgt die aktuelle Position.
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[s|tfd[ofu t] [w rfiftlefV[n] [(["[H[a[l]I]o]"[)]:]

A|B

e Der Scanner verwaltet zwei Zeigéd, B) und die zugehdrigen Zustéande(q,, g;)...

e Der ZeigerA merkt sich die letzte Position in der Eingabe, nach der estahd g4 < F
erreicht wurde;

e Der ZeigerB verfolgt die aktuelle Position.

’Wlfliltlel'lnl [ ([ [R{a] o] "[)]:]

||
ATB
1L

e Istder aktuelle Zustand g5 = () , geben wir Eingabe bis zur Postignaus und setzen:

B = A A = 1
qs = {o, qa = L

(wir[ifefe[t{n] J(["[H[a[1[1]o]"[)]]

i

4
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e Istder aktuelle Zustand g5 = (), geben wir Eingabe bis zur Postignaus und setzen:

B = A A = 1
qs = (o, ga = L
wirfijtjelt|n] [(["[H]a]l[T[o["])]i]

a

e Istder aktuelle Zustand g5 = (), geben wir Eingabe bis zur Postignaus und setzen:

B = A A = 1
qs = qo; qa = L
[ (["[H]a] 1] 1]o["])[i]
_ A | B
wirfijtje[l[n] T[40

Erweiterung: Zustande

e Gelegentlich ist es nutzlich, unterschiedlicheanner-Zustandau unterscheiden.

e In unterschiedlichen Zustanden sollen verschiedene kb&ssen erkannt werden kon-
nen.

e In Abhéangigkeit der gelesenen Tokens kann der Scanneeddisteandert werden ;-)
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Beispiel Kommentare

Innerhalb eines Kommentars werden ldentifier, Konstaimtemmentare, ... nicht erkannt;-

Eingabe (verallgemeinert):  eine Menge von Regeln:

(state) { e { action; yybegin(state;); }
e { action, yybegin(state,); }
ex { action; yybegin(statey); }

}

e DerAufruf yybegin ( state;); setztden Zustand auf state;.
e Der Startzustand ist (z.B. béFley) YYINITIAL .

... Im Beispiel
(YYINITIAL) "/%"  { yybegin(COMMENT); }
(COMMENT)  { "« /" { yybegin(YYINITIAL); }
<A {0}
}
Bemerkungen:
e “.” matchtalle Zeichen ungleich \h”".

e Fur jeden Zustand generieren wir den entsprechenden Scanne

e Die Methode yybegin ( STATE; schaltet zwischen den verschiedenen Scannern
um.

e Kommentare kdnnte man auch direkt mithilfe einer geeign@étken-Klasse implemen-
tieren. Deren Beschreibung ist aber ungleich komplizierte)

e Scanner-Zustande sind insbesondere nitzlich bei der ingrigerung vorPraprozes-
soren die in einen Text eingestreute Spezifikationen expandisoéen.
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1.4 Implementierung von DFAs

Aufgaben:

e Implementiere die Ubergangsfunktion : O x £ — O
e Implementiere eine Klassifizierungr: O — N

Probleme:

e Die Anzahl der Zustande kann sehr grol3 seir
e Das Alphabet kann sehr grol3 sein: zUBiicode :-((

Reduzierung der Anzahl der Zustande

ldee: Minimierung

e Identifiziere Zustande, die sich im Hinblick auf eine Kldiggérung r gleichverhal-
ten :-)

e Sei A=1(0Q,%{q0},r) einDFA mitKlassifizierung. Wir definieren auf den Zu-
standen eindquivalenzrelatiordurch:

p=,q gdw. YVwe X" : r(é(p,w)) =r(o(q w))

e Die neuen Zustande sifdhuivalenzklasseder alten Zustande:-)

Zustande [9]:q € Q
Anfangszustand [90]

Klassifizierung r([q]:) = r(q)
Ubergangsfunktion &([p],, a) = [6(p,a)],

Problem: Wie berechnet man=, ?
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ldee:

e Wir nehmen anmaximal vielsei &quivalent :-)
Wir starten mit der Partition:

Q={r'(i)#0]ieN}

e Findenwirin g € O Zustande p;,p, sodass &(pi;,a) und 5(py,a) in

verschiedeneAquivalenzklassen liegen (fir irgend eim ), mussenwir g  aufteilen

Beispiel:

Beispiel:

Beispiel:
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Beispiel:

Bemerkungen:

e Das Verfahren liefert digrébstePartition O,diemit » und & vertraglichist,
d.h.far 7€ Q,

(1) pup€q == r(p1) =r(p2)
(2) p,pp€q == 6(p1,a),6(p2,a) gehodren zur gleichen Klasse

e Der Ergebnis-Automat ist de@indeutig bestimmtminimale Automafir  L(A) ;)
e  Eine naive Implementierung erfordert LaufzeitO (1n?).

Eine raffinierte Verwaltung der Partition liefert ein Venfan mit Laufzeit O(n -
log(n)).
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Anil Nerode , Cornell University, Ittaca

John E. Hopcroft, Cornell University, Ittaca
Reduzierung der Tabellengréfi3e
Problem:
e Die Tabelle fir 6 wird mit Paaren (g,a) indiziert.

e Sie enthalt eine Spalte fur jedeg € X.
e Das Alphabet £ umfassti.aASCII, evt. aber gannicode :-(
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1. Idee:

e Bei grofRen Alphabeten wird man in der Spezifikation i.a. h&hzelne Zeichen auflisten,
sonderrZeichenklassebenutzen :-)

e Lege Spalten nicht fur einzelne Zeichen sonderrkiéissenvon Zeichen an, die sidajieich
verhalten

Beispiel:
le = [a-zA-Z \9]
ledi = [a-zA-Z_\$0-9]
Id = {le} {ledi}*

e Der Automat soll deterministisch sein.
e Sind die Klassen der Spezifikation nicht disjunkt, teilt nsggdarum in Unterklassen auf,
hier in die Klassen [a-zA-Z \3] und [0-9] )

2. ldee:

e Finden wir, dass mehrere (Unter-) Klassen der Spezifikatioler Spalte Ubereinstimmen,
kénnen wir sie nachtraglich wieder vereinigen-)

e Wir kdnnen weitere Methoden der Tabellen-Komprimierungvamden, z.BZeilenver-
schiebungRow Displacement).

Beispiel:

011234
a1l

b 2

c 3
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Beobachtung:

Viele Eintrage in der Tabelle sirgleicheinem Wert Default  (hier: 4)
Diesen Wert brauchen wir nicht zu reprasentierer)
Dann legen wir einfach mehrere (transponierte) Spalteneirender :-))

.. Im Beispiel:

valid|la | b | c

Feld valid teilt mit, fur welches Elementaus X der Eintrag gilt :-)
Achtung: l.a. werden die Spalten nicht so perfekt Ubereinander passe

Dann verschieben wir sie so lange, bis die jeweils nachadeeibisherigen Lécher hinein-
passt.

Darum mussen wir ein zusatzliches Feldlisplacement verwalten, in dem wir uns die
Verschiebung merken;-)

Ein Feld-Zugriff 6(j,a) wird dann so realisiert:

5(j,a) = let d = displacement|d]
in if (valid[d 4 j] = a)
then Ald + J]
else Default
end

Diskussion:

Die Tabellen werden i.a. erheblich kleiner.
Dafur werden Tabellenzugriffe etwas teurer.
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2 Die syntaktische Analyse

E

I O

Parser

—

E/\
\
I

\
o

e Die syntaktische Analyse versucht, Tokens zu groR3erenr®mgeinheiten zusammen
zu fassen.

e Solche Einheiten kbnnen sein:

—  Ausdrucke;

—  Statements;

—  bedingte Verzweigungen;

—  Schleifen; ...
Diskussion:

Auch Parser werden i.a. nicht von Hand programmiert, sondes einer Spezifikatiogene-

riert;

E—E{op}E Generator

Spezifikation der hierarchischen Struktur:

Generierte Implementierung:

kontextfreie Grammatiken;

Kellerautomaten &  :-)
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2.1 Grundlagen: Kontextfreie Grammatiken

e Programme einer Programmiersprache kénnen unbeschiétgluokens enthalten, aber
nur endlich viele Tokerklassen :-)

e Alsendliches Terminal-Alphabet T wahlen wir darum die Menge der Token-Klassen.

e Die Schachtelung von Programm-Konstrukten lasst sichaelegit Hilfe vonkontext-
freienGrammatiken beschreiben

Einekontextfreie GrammatikCFG) ist ein 4-Tupel G = (N, T, P, S) , wobei:

e N die Menge deNichtterminale

e T die Menge defferminale

e P die Menge deProduktioneroderRegeln und
e S5¢& N dasStartsymboist.

Noam Chomsky, MIT (Guru) John Backus, IBM (Erfinder
von Fortrar)

Die Regeln kontextfreier Grammatiken sind von der Form:

A—a mit AeN, ac (NUT)"
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Beispiel:
S — aSb
S — €

Spezifizierte Sprache: {a"b" | n >0}

Konventionen:
e In Beispielen ist die Spezifikation der Nichtterminale urgtrfinale i.aimplizit:

—  Nichtterminale sind: A, B, C, ..., (exp), (stmt), ...;
—  Terminale sind: a,b,c, ..., int,name, ...;

Weitere Beispiele:

S —  (stmt)

(stmt) — (if) | (while) | (rexp);

(if) — if ( (rexp) ) (stmt) else (stmt)

(while) —  while ( (rexp) ) (stmt)

(rexp)  — int | (lexp) | (lexp) = (rexp) |
(lexp) — name |

Weitere Konventionen:

e Fir jedes Nichtterminal sammeln wir die rechten Regelsaital listen sie gemeinsam
auf :-)

e Diej-te Regel fur A konnen wir durch das Paar(4, j) bezeichnenj(> 0).
Weitere Grammatiken:

E — E+E° | ExE' | (E)% | name?® int*
E — E4T0 | T!

T — T+F% | F!

F — (E)° | name! | int?

Die beiden Grammatiken beschreiben glieiche Sprache ;-)
Grammatiken sindVortersetzungssysteme

Die Regeln geben die mdglichen Ersetzungsschritte an.
Eine Folge solcher Ersetzungsschritte heil3t ahfcleitung
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... Im letzten Beispiel:

|t

LLle bl

E+T
T+T
T«F+T
Txint+ T
Fxint+ T
name * int + T
name x int + F

—  name * Iint + int

Formalist — eine Relation auf Wortern tberV = N U T , wobei

a—o gdw. a=o Aoy N & = B, flrein A—BeP

DenreflexivenundtransitivenAbschluss von —  schreiben wir: —* :-)

Bemerkungen:

Die Relation — héangt von der Grammatik ab;-)
Eine Folge von Ersetzungsschrittenoy — ... — «,, heil3tAbleitung
In jedem Schritt einer Ableitung kdnnen wir:

*  eine Stelle auswéahlemjo wir ersetzen wollen, sowie
x  eine Regelwie wir ersetzen wollen.

Dievon G spezifizierte Sprache ist:
LIG)={weT |S—"w}
Achtung:

Die Reihenfolge, in der disjunkte Teile abgeleitet werdstunerheblich :-)
Ableitungen eines Symbols stellt man alsleitungsbaundar :-)

86



... Im Beispiel:

E[0
E =% E4T
RES o ©
—0 T F+T
S Taimt4T j}ﬂ\[ ag
— 1 Fxint+ T HE [+] Fl2] [int
— ! name xint + T (] =
— 1 name * int + F
— 2 name * int + int [name

Ein Ableitungsbaum fir A € N:

innere Knoten: Regel-Anwendungen;
Wurzel: Regel-Anwendung fur A;
Blatter: Terminale odekt;

Die Nachfolger von (B,i) entsprechen der rechten Seite der Rege)

Beachte:

e Neben beliebiger Ableitungen betrachtet man solche, bhe¢nlstets dasnkste (bzw.
rechtestgVorkommen eines Nichtterminals ersetzt wird.

e Diese heiReminks- (bzw. Rechts} Ableitungen und werden durch Indéxbzw. R ge-
kennzeichnet.

e Links-(bzw. Rechts-) Ableitungen entsprechen einem hrdchts (bzw. rechts-links)
preordetDFS-Durchlauf durch den Ableitungsbaunt)

e ReverseRechts-Ableitungen entsprechen einem links-repltstordesDFS-Durchlauf
durch den Ableitungsbaum:-))

.. iIm Beispiel:
[j}DjEj
fj} 12
T3 [ [FE
[F]1] int
[name|
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Links-Ableitung: (E,0)(E,1)(T,0)(T,1)(F,1)(F,2)(T,1)(F,2)
RechtsAbleitung: (E,0)(T,1)(F,2)(E,1)(T,0)(F,2)(T,1)(F,1)

ReverseRechtsAbleitung: (F,1)(T,1)(F,2)(T,0)(E,1)(F,2)(T,1) (E,0)
Die Konkatenation der Blatter des Ableitungsbaunis bezeichnen wir auch mityield(t)

7 4 7 4 7

... Im Beispiel:
E|O
[j}DjEj
o [F[2]
[F]1] int
[name]
liefert die Konkatenation: name * int 4 int.

Die Grammatik G heil3teindeutig falls es zu jedem w € T* maximal einen Ablei-
tungsbaum ¢t von S gibtmit vyield(f) =w :-)

... unsere beiden Grammatiken:

E — E+E° | ExE' | (E)% | name?® int*
E — E4T0 | T!

T — T+F% | F!

F — (E)° | name! | int?

Die zweite ist eindeutig, die erste nicht-)
Fazit:

e Ein Ableitungsbaum reprasentiert eine mégliche hieradie Struktur eines Worts.

e BeiProgrammiersprachen sind wir nur an Grammatiken ingéegt, bei denen die Struk-
tur stets eindeutig ist :-)
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e Ableitungsbaume stehenin eins-zu-eins-Korrespondetizinks-Ableitungen wie auch
(reversen) Rechts-Ableitungen.

e Links-Ableitungen entsprechen einem Topdown-Aufbau deleifungsbaums.
e Reverse Rechts-Ableitungen entsprechen einem Bottodetipau des Ableitungsbaums.

Fingertbung: uberflissige Nichtterminale und Regeln

A € N heitproduktiv, falls A —*w firein w € T*.
A € N heiterreichbarfalls S —*a AB firgeeignete o, € (T UN)*.

Beispiel:
S — aBB | bD
A — Bec
B — Sd ’ C
C — a
D — BD
Produktive Nichtterminale: S,A,B,C
Erreichbare Nichtterminale: S, B,C, D
Idee fUr Produktivitat: And-Or-Graph fur die Grammatik
... hier:

And-Knoten: Regeln
Or-Knoten: Nichtterminale

Kanten: ((B,i),B) furalle Regeln (B,i)
(A, (B,i)) falls  (B,i) =
B — xXq A [24)
Idee fUr Produktivitat: And-Or-Graph fur die Grammatik
... hier:
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o [E[o] &[]
C true
Produktivitat

And-Knoten: Regeln
Or-Knoten: Nichtterminale
Kanten: ((B,i),B) furalle Regeln (B,i)

(A, (B,i)) falls  (B,i) =
B—>(X1A(Xz

Idee fur Produktivitat: And-Or-Graph fur die Grammatik

... hier:

S -5~ [[E]  [AE] -4

o [BlE &L EE™

( true
C true

Produktivitat
And-Knoten: Regeln
Or-Knoten: Nichtterminale
Kanten: ((B,i),B) furalle Regeln (B,i)
(A, (B,i)) falls (B, 1) =
B— [24] A %)
Idee fUr Produktivitat: And-Or-Graph fur die Grammatik

... hier:
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s~ [s[o] [Afo] A
T true
(D elop —el el
c true
Produktivitat

And-Knoten: Regeln
Or-Knoten: Nichtterminale
Kanten: ((B,i),B) furalle Regeln (B,i)
(A, (B,i)) falls (B, 1) =
B—>(X1A(Xz
Idee fur Produktivitat: And-Or-Graph fur die Grammatik
... hier:
true true true true
E[E -s- [E[9 [A[0] -
true
En true c e
Produktivitat
And-Knoten: Regeln
Or-Knoten: Nichtterminale
Kanten: ((B,i),B) furalle Regeln (B,i)
(A, (B,i)) falls (B, 1) =

B — xXq A Xy
Idee fur Produktivitat:

... hier:
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true true true true

s)~—{s[o]  [Afo}—(a

o |BlE &L EE™

e c) "

Produktivitat
And-Knoten: Regeln
Or-Knoten: Nichtterminale
Kanten: ((B,i),B) furalle Regeln (B,i)
(A, (B,i)) falls (B, 1) =
B— [24] A [2%)
Algorithmus:
2N result = 0; // Ergebnis-Menge
int  count[P]; /| Z&hler fur jede Regel
2P rhs[N]; // Vorkommen in rechten Seiten

forall (A € N) rhs[A] =0; // Initialisierung

forall ((A,i) e P) | //
count[(A,i)] =0; //
init(A,i); //Initialisierung vonrhs
1 //
//

Die Hilfsfunktion init zahlt die Nichtterminal-Vorkommen in der rechten Seite wad
merkt sie in der Datenstrukturrhs :-)
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//

2P W = {r | count[r] = 0}; // Workset

while (W # 0) { //
(A,i) = extract(W); //
if (A & result) { //
result = result U {A}; //
forall (r € rhs[A]) { //
count[r]——; //
if (count[r] ==0) W=WuU{r};, //

} // endof forall

} // endof if
} // endof while

Die Menge W verwaltet die Regeln, deren rechte Seiten nur produktiahfiérminale
enthalten :-))

... Im Beispiel:
B[ -s- [E[0] [A[0] - a
o [E[e) -~ [E[T
o]0} c]o] c
Produktivitat
... Im Beispiel:
B[ -s- [E[0] [A[0] - a
o [l -~ [E[
O
Produktivitét
... Im Beispiel:
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s~ [BDl| [[ATe]] - a

o EQ A{=f [EE
o[0] €e - {c)
Produktivitat
... Im Beispiel:
S {s)} E@ A9 4]
o |Elo] {ef [EE
o]0] €0 A{c
Produktivitat
... Im Beispiel:
S {s)} E@ A9 4]
o [ {ef [EE
o]0] €0 A{c
Produktivitat
Laufzeit:

e Die Initialisierung der Datenstrukturen erfordert linedaufzeit.
e Jede Regel wird maximal einmal in W eingeflugt.
e Jedes A wird maximal einmalin result eingeflgt.
— Der Gesamtaufwand i§hearin der Grol3e der Grammatik:-)



Korrektheit:

e Falls A inderj-ten Iteration dewhile-Schleife in  result eingefugt, gibt es einen
Ableitungsbaum fir A der H6he maximal j—1 :-)

e Firjeden Ableitungsbaum wird die Wurzel einmal iV eingefligt :-)

Diskussion:

e UmdenTest (A € result) einfach zu machen, reprasentiert man die Mengeult)
durch einArray.

e W wieauch die Mengen rhs[A] wird man dagegen alsstenrepréasentieren :-)

e Der Algorithmus funktioniert auch, ukieinsteLosungen vorBooleschetdngleichungs-
systemen zu bestimmen-)

e Die Ermittlung der produktiven Nichtterminale kann bertwterden, um festzustellen,
ob L(G)#0 ist (— Leerheitsproblem

Idee flr Erreichbarkeit: AbhangigkeitsGraph

... hier:

Knoten: Nichtterminale
Kanten: (A,B) falls B—oayAay € P
Idee fur Erreichbarkeit: AbhangigkeitsGraph

... hier:
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Knoten: Nichtterminale
Kanten: (A,B) falls B—aAay € P

Idee flr Erreichbarkeit: AbhangigkeitsGraph
... hier:
aw A
o k\ B /
O—
©

Knoten: Nichtterminale

Kanten: (A,B) falls B—aAay € P
Das Nichtterminal A isterreichbar, falls esim Abhangigkeitsgraphen eined Péam A
nach S gibt :-)

aawvah
Q\/ ‘\C

Das Nichtterminal A isterreichbar, falls esim Abhangigkeitsgraphen eined Péam A
nach S gibt :-)



A

O

@)

|

[
OJ\

Das Nichtterminal A isterreichbar, falls esim Abhangigkeitsgraphen eined Péam A
nach S gibt :-)

?

)
[J
OJ \

Das Nichtterminal A isterreichbar, falls es im Abhangigkeitsgraphen eined Pfm A
nach S gibt :-)

4

?

[J
OJ\

Das Nichtterminal A isterreichbar, falls esim Abhangigkeitsgraphen eined Péam A
nach S gibt :-)



D

o—

G
)

Fazit:

e Erreichbarkeit in gerichteten Graphen kann mithilfe \@aSin linearer Zeitberechnet
werden.

e Damit kann die Menge aller erreichbaren und produktiverhiiécminale inlinearer
Zeit berechnet werden:-)

Eine Grammatik G heil3treduzierf wenn alle Nichtterminale von G sowohl produktiv
wie erreichbar sind.

Satz

Zu jeder kontextfreien GrammatikG = (N, T,P,S) mit L(G) # (0 kann inlinearer
Zeit eine reduzierte GrammatikG’ konstruiert werden mit

Konstruktion (Forts.):

3. Schritt:

Berechne die TeilmengeN, C N; aller produktiven und erreichbaren Nichtterminale von
G.

Da L(G) #( istinsbesondereS e N, :-))

4. Schritt:
Konstruiere: P, ={A—a € P|A€N,ANae (N,UT)*}

Ergebnis: G = (N, T,P,S) )
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... Im Beispiel:

aBB | bD
Bc
sSd | C

OO0 wx®m
bl

BD
... Im Beispiel:

aBB | bD
Bc
sd | C

U0 ®wx®m
bl

BD
... Im Beispiel:

aBB
Bc
Sd | C

O WS n
U A

... Im Beispiel:

aBB
Bec
Sd | C

O WS n

I A
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... Im Beispiel:

S — aBB

B — Sd
C — a
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2.2 Grundlagen: Kellerautomaten

Durch kontextfreie Grammatiken spezifizierte Sprachemkdndurchkellerautomater{Pu-
shdown Automatpakzeptiert werden:

[
—

L5

Der Keller wird z.B. ben6étigt, um korrekte Klammerung zu ifigéfen :-)

Friedrich L. Bauer, TUM

Klaus Samelson, TUM

Kellerautomaten fir kontextfreie Sprachen wurden ergmwailgeschlagen von Michel Schiit-
zenberger und Antony G. Ottinger:
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Marcel-Paul Schitzenberger

(1920-1996), Paris . .
Antony G. Ottinger, Prasident der

ACM 1966-68
Beispiel:
Zustande: 0,1,2 0 e/l
ustande: 1, T 2111
Anfangszustand: 0 TENE
Endzustande: 0,2
121b| 2

Achtung:

e  Wir unterscheidemicht zwischen Kellersymbolen und Zustanden)
e Das rechteste / oberste Kellersymbol repréasentiert detadds :-)
e Jeder Ubergang liest / modifiziert einen oberen Abschnétiiglers :-)

Formal definieren wir deshalb eingellerautomatei(PDA) als ein Tupel: M = (Q, T, 6,40, F)

wobei:

e ( eine endliche Menge von Zustanden;
e T das Eingabe-Alphabet;

e g€ Q derAnfangszustand;

e F C(Q dieMenge der Endzustande und

e 5CQ"x(TU{e}) x Q" eine endliche Menge von Ubergangen ist (das Programm

-)

Mithilfe der Ubergéange definieren wBerechnungeron Kellerautomaten :-)
Der jeweiligeBerechnungszustar{die aktuelleKonfiguratior) ist ein Paar:

(y,w) € Q" xT"
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bestehend aus dekellerinhaltund demnoch zu lesenden Input

... Im Beispiel:
Zustande: 0,1,2 0 |a|ll
ustande: , 1, 112111
Anfangszustand: 0
3} 11(b| 2
Endzustande: 0,2
12|b| 2

(0, aaabbb) F (11, aabbb)
= (111, abbb)
- (1111, bbb)
- (112, bb)

- (12, b)

= (2, €

Ein Berechnungsschritt wird durch die Relation- € (Q* x T*)* beschrieben, wobei

(xy, xw) - (ay, w) fur (y,x, V) €6
Bemerkungen:

e Die Relation = héangt naturlich vom KellerautomatenM ab :-)
e Die reflexive und transitive Hulle vont bezeichnen wir mit +* .
e Dannistdievon M akzeptierte Sprache:

LM) ={weT |3feF: (q0,w)-" (f,€)}

Wir akzeptieren also miEndzustandind leerem Keller :-)
Der Kellerautomat M heil3tdeterministischfalls jede Konfiguration maximal eine Nachfolge-
Konfiguration hat.

Das ist genau dann der Fall wenn fir verschiedene Ubergarge, x, v2), (vi,x',v,) € &
gilt:
Ist ¥, einSuffixvon 7y}, dannmuss x #x’ A x # e # x’ sein.
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... Im Beispiel:

al|ll
1 (a|ll
11|b| 2
12|b| 2

ist das naturlich der Fall :-))

Satz

Zu jeder kontextfreien Grammatik G = (N, T,P,S) kann ein PDA M konstruiert
werden mit £(G) = L(M) .

Der Satz ist fir uns so wichtig, dass wiwvei Konstruktionen angeben:-)

Konstruktion 1: Shift-Reduce-Parser

e Die Eingabe wird sukzessive auf den Keller geschiftet.

e Liegt oben auf dem Keller eineollstandige rechte Seiti@in Handlg vor, wird dieses
durch die zugehdrige linke Seite ersetaduzier} :-)

Beispiel:
S — AB
A — a
B — b
Der Kellerautomat:
qo | a|qoa
N a |e| A
Zustande: q0, f,a,b, A, B, S, YRR
Anfangszustand: ¢ b B
Endzustand: f <
ABle| S
QoS |€e| |

Allgemein konstruieren wir einen AutomaterMS) =(Q,T,5,90,F) mit:

e Q=TUNU{q,f} (90, f neu);

o F={f}
o Ubergange:
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{(g,x,9x) | g€ Q,x€ T} U //  Shift-Ubergange
{(ga,e,qA) g€ Q,A—a € P} U // ReduceUbergange
{(90S,¢,f)} // Abschluss :-)

Eine Beispiel-Berechnung:

(90, ab) £ (qola) b) = (904, b)
= (@Alb) e F (@[AB] e
= (905 € F (f, e

Offenbar gilt:

e Die Folge der Reduktionen entspricht eimeversen Rechtsableiturigr die Eingabe
-)

e  Zur Korrektheit zeigt man, dass fur jedeg  qilt:

(g, w)F" (A, €) gdw. A—"w

o Der Kellerautomat Mg) ist i.a. nicht-deterministisch :-(

e Um ein deterministisches Parse-Verfahren zu erhaltens mias die Reduktionsstellen
identifizieren —— LR-Parsing

Donald E. Knuth, Stanford

105



Konstruktion 2:

[tem-Kellerautomat

e Rekonstruiere einkinksableitung

e Expandiere Nichtterminale mithilfe einer Regel.

e Verifiziere sukzessive, dass die gewahlte Regel mit derdkiagibereinstimmt.

—

Die Zustande sind jetaztems

e Ein Item ist eine Regel miPunkt

[A —aep],

A—aff € P

Der Punkt gibt an, wieweit die Regel bereits abgearbeitetieu :-)

Unser Beispiel:

Wir fiigen eine Regel: S — S hinzu ;-)

Dann konstruieren wir:

Anfangszustand:
Endzustand:

Der Item-Kellerautomat M

Expansionen:

Shifts:
Reduce:

ltems der Form: [A — a e]

('~ o 5]
5~ Se

S — AB A — a B — b

(S’ — e 5] €l[S'— o 5][S— e AB|
[S— e AB| €|[S— o AB][A— eq]
[A— eaq] a|[A—ae]

[S— e AB|[A—ae] |e|[S— A e B]

[S— A e B] €|[S— A e B][B— e
[B— eb] b|[B—be]

[S— A e B|][B—be] |e|[S— ABe]

[S'— @ S][S— ABe||e|[S — Se]

(2)

G

hat drei Arten von Ubergangen:

heiRen auckollstandig

-)

([A—aeBp],e,[A—aeBp|[B— ey]) fir
A — aBf, B—vy € P
([A—aeap],a,[A—aaef])
([A—aeBpl[B—yele[A—abep]) fir
A—aBpB, B—vy € P

fir A—aap € P

Der Item-Kellerautomat schiebt den Punkt einmal um den ilmdgsbaum herum.
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... Im Beispiel:

... Im Beispiel:

... Im Beispiel:

... Im Beispiel:
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... Im Beispiel:

... Im Beispiel:

... Im Beispiel:

... Im Beispiel:
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... Im Beispiel:

Diskussion:

e Die Expansioneriner Berechnung bilden eine Linksableitung)

e Leider muss man bei den Expansionen nichtdeterministis@then verschiedenen Re-
geln auswahlen :-(

e  Zur Korrektheit der Konstruktion zeigt man, dass fir jedesil [A —ae B3] gilt:

([A—aeBp|, w) " ([A—aBef], ) gdw. B —="w

e LL-Parsingbasiert auf dem Item-Kellerautomaten und versucht, dieaBgjwnen durch
Vorausschaudeterministisch zu machen

y .

Philip M. Lewis, SUNY Richard E. Stearns, SUNY
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Beispiel: S—e | aSh

Die Ubergange des zugehorigen Item-Kellerautomat:

0[S — e5] €[S — o5][S—e]

1[5 — e8] €[S — o5][S— eaSD]
2|[S— eaSD] a|[S—aeSb]
3|[S—aeSb] €| [S—aeSD|[S— e
4|[S—aeSb] €| [S—aeSbh|[S— eaSDh]
5|/[S—aeSb][S— e el [S—aSel]
6|[S—aeSb][S—aSbe]|e|[S—aSeb|
71[S—aSeb] b|[S—aSbe|

8|[S"— @S5][S— e €[S — Se]

9|[S"— eS5][S—aSbe|] |e]|[S — Se]

Konflikte gibt es zwischen den Ubergangeto, 1)

Betrachten des nachsten Zeichens losen lie3en

110

bzw. zwischen (3,4) — die sich durch



2.3 Vorausschau-Mengen

Fur eine Menge L C T* definieren wir:

Firsty(L) = {u€L||ul<k}u{ueT'|3veT : uwecl}
Beispiel:

€
ab
aabb
aaabbb

Beispiel:

ab
aa

aa

die Prafixe der Langg :-)
Rechenregeln:

Firsty(_) istvertraglichmit Vereinigung und Konkatenation:

Firstk(@) =0
Firsty(Ly U L) = Firsty(Ly) U Firsty(Ly)
Firstk(Ll . Lz) = Firstk(Firstk(Ll) . Firstk(Lz))

:= Firsty(Ly) ® Firsty(Ly)

k — Konkatenation

Beachte:
e DieMenge D, =27" istendlich :-)
e Die Operation: ® : Dy x D — Dy istdistributiv in jedem Argument:

Lo = LO(LUL) = (LOL)U(LOL,)

0
poL = 0 (LUL)OL = (Li®L)U(L,OL)
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Fur a€ (NUT)* sindwirinteressiertan der Menge:

Firste(a) = Firsty({w € T" | a =" w})

Fuar k>1 qilt
Firsty(x) = {x} fur x e Tu{e}
Firsty(og ap) = Firsty(aq) © Firsti(ap)

Frage: Wie berechnet man First;(A) ??

greeddee:  Stelle eirngleichungssysterauf!

Beispiel: k=2
E — E+T | T
T — T+«F | F
F — (E) | name | int

Jede Regel gibt Anlass zu einer Inklusionsbeziehung:

Firsto(E) O Firsto(E+T) Firsto(E) 2O Firsty(T)
Firsto(T) O Firsty(T = F) Firsto(T) 2O Firsty(F)
Firsto(F) 2O Firsta(( E)) Firsto(F) 2 {name,int}

Eine Inklusion First,(E) D Firsto(E+T) kann weiter vereinfacht werden zu:

Firsto(E) 2 Firsta(E) © {+} ® Firsty(T)

Insgesamt erhalten wir das Ungleichungssystem:

Firsto(E) 2 Firsto(E) ® {+} © Firsto(T) First,(E) 2 Firsty(T)

Firsto(T) 2 Firsto(T) ® {*} ® Firsty(F) Firsto(T) 2O  Firsty(F)

Firsto(F) 2 {(} ®First2(E) ©4{)} First(F) 2 {name,int}
Allgemein:

Firsty(A) 2 Firsty(Xq) ® ... ® Firsty(Xy)
furjede Regel A — X;...X,, € P mit X;€ TUN.
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Gesucht:

e moglichstkleineLésung (?7?)
e Algorithmus, der diese berechnet:-)

... Im Beispiel:
Firsto(E) 2 Firsto(E) ® {+} © Firsto(T) First,(E) 2 Firsty(T)
Firsto(T) 2 Firsto(T) ® {*} ® Firsty(F) Firsto(T) 2O  Firsty(F)
Firsto(F) 2 {(} ©First2(E) ©{)} Firsto(F) 2 {name,int}

... hat die Lésung:

E | name, int, (name, (int, ((, name *, int %, name +, int 4

T | name, int, (name, (int, ((, name x, int x

F | name, int, (name, (int, ((

Beobachtung:

e Die Menge D, der moglichen Werte fur First,(A) bilden einenvollstandigen
Verband :-)

e Die Operatoren auf den rechten Seiten der Ungleichungdmsimoton d.h. vertraglich
mit "C” )
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Exkurs: \ollstandige Verbande
Eine Menge D miteiner Relation T C DD x D ist eineHalbordnundfalls fir allea

a,b,ceD qilt:

aCa Reflexivitiit
aCbAbCa — a=0b> Anti — Symmetrie
aCbAbDCc = alc Transitivitit

Beispiele:

1. D = 2{abst  mit der Relation =" :

3. 7Z mitder Relation &” :

3. 7Z mitder Relation K" :

A@
... e
4. Z, =7ZU{Ll} mitderOrdnung:

d € D heildtobere Schrankitir X C D falls

xCd furalle xe X

d heil3tkleinste obere Schranke (lufalls
1. d eine obere Schranke ist und

2. dCy furjede obere Schrankey fur X.
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Achtung:

e {0,2,4,...} CZ besitztkeineobere Schranke!
e {0,2,4} CZ besitztdie oberen Schranker4, 5,6, ...

Ein vollstandiger Verband (cl) D ist eine Halbordnung, in dgede Teilmenge X C D
eine kleinste obere Schrankel | X € D  besitzt.

Beachte:

Jeder vollstandige Verband besitzt

—  einkleinstesElement L. =[]0 € D;
— eingro3teElement T =D € D.

Beispiele:

1. D = 2{ebetisteincl :-)

2. D = Z mit“="ist keiner.

3. D = Z mit “<” ebenfalls nicht.
4. D = Z, auch nicht :-(

5. Mit einem zusatzlichen Symbal erhalten wir derflachenVerband Z| = Z U

{L,T}
(T)
/ \
@ (@ ..
@<\ /)@
@)
Es gilt:
Satz:

In jedem vollstandigen Verband D besitzt jede Teilmenge X C D einegrol3te untere
Schranke [1X.

Beweis:

Konstruiere U={ueD|VxeX: ul x}.
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// die Menge der unteren Schranken \&%n :-)
Setze: g:=lu
Behauptung: ¢ =[1X

(1) g isteineuntere Schrankeon X :

Far xe X qilt

ul xfuralleu e U
——  xist obere Schranke vod
— gLCux =)

(2) gistgrofte untere Schranken X :

Fur jede untere Schrankeu von X gilt:

ueld
— ulyg =)

116



Wir suchenLosungerfir Ungleichungssysteme der Form:

xi 3 filen, ., x) (%)
Wir suchenLosungerfir Ungleichungssysteme der Form:
xi 0 filxa, ..., x0) ()
wobei:
X Unbekannte hier:  First,(A)
D Werte hier: Dy =27
C C DxD | Ordnungsrelation hier: -
fi:D" — D Bedingung hier:
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Ungleichung fir First,(A) :
Firste(A) 2 [ J{Firstx(X1) ® ... ® Firste(Xp) | A — Xq... X,y € P}

Denn:
xJddiA...Ax 3dy gdW xg|_|{d1,...,dk} :-)
Eine Abbildung f:DD; — D, heiBtmonotonfalls f(a) C f(b) furalle aC b.

Beispiele:

(1) Dy =D, =24 fureine Mengdlund fx= (xNa)Ub.
Offensichtlich ist jedes solchemonoton :-)

(2) Dy =D, =Z (mit der Ordnung ¥”). Dann gilt:

e incx=x+1 istmonoton.
e decx=x—1 istmonoton.
e invx = —x istnicht monoton :-)

Gesucht:  moglichstkleine Lésung fiir:
xigﬁ(x1,...,xn), iZl,...,Tl (*)
wobeialle f;: D" — D monoton sind.

Idee:;
e Betrachte F:D" — D" mit

F(x1,...,%x0) = (y1,...,yn) wobei vy;= fi(x1,...,x).
e Sindalle f; monoton, dannauchF :-)
e  Wir approximierersukzessive eine Losung. Wir konstruieren:

1, FL FL1 FL

Hoffnung: Wir erreichen irgendwann eine Losung?2?
Beispiel: D =2{abet C=C

x1 2 {a}Ux;
X2 2 X3 M {El, b}
X3 2 x1 U {C}
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Beispiel: D =2{bct C=C

X1 2 {61} U xs
X2 2 X3 M {El,b}
x3 2 xU{c}

Die Iteration:
o 1 2 3 4
x1 || 0| {a}|{a,c}|{a, c} |dito
X @ @ @ {[Z}
x3 || 0| {c} | {a,c}|{a,c}
Offenbar gilt:

e Gilt Ff1l =F' 1, isteineLosung gefunden:-)
e | ,F1,F21,... bilden eineaufsteigende Kette

1L C FL C FL C

e Sindalle aufsteigenden Ketten endlich, gibt esc immer.

Die zweite Aussage folgt mitollstandiger Induktion
Anfang: F°1L =1CF'1 :)
Schluss: Gelte bereits Fi-' L. T F' L. Dann
Fl=F(F'1L)CF(FL)=F"1
da F monotonist :-)
Fazit:
Wenn D endlichist, finden wir mit Sicherheit eine L6sung:-)

Fragen:

1. Gibtes ein&leinsteLosung?
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2. Wennja: findet Iteration dikleinsteL6sung??

3. Was,wenn D nicht endlich ist???
Satz Kleene

In einervollstandigenHalbordnung D hat jedestetigeFunktion f : D — D einen
kleinsten Fixpunkt d,.

Dieser ist gegeben durchdy, = |_|k20ka_

Bemerkung:

e Eine Funktion f heiltstetig falls fiir jede aufsteigende Ketted, C ... C d,, C
gilt:  f (Unzodm) = Unzo(f dm) -
e Werden alle aufsteigenden Ketten irgendwatabil ist jede monotone Funktion auto-
matisch stetig :-)

e Eine Halbordnung heiRbllstandig(CPO), falls alle aufsteigenden Ketten kleinste obere
Schranken haben:-)

e Jeder vollstandige Verband ist auch eine vollstandige étdiiung :-)

Beweis:

(1) fdo=do: fdo = f(Un=o(f"L))
= Upso(f™M1L) wegen Stetigkeit :-)
LU (Umso(f"1 L))
UmEO(fmJ-)
= d,

(2) dy istkleinsterFixpunkt:
Sei fdy =d; weiterer Fixpunkt. Wir zeigen: Vm > 0: f"1 Cd; .

m=0: 1 C d nach Definition
m>0: Gelte fr11 C 4, Dann folgt:
L= f()
C fdy wegen Monotonie :-)
= d
Bemerkung:

e JedestetigeFunktion ist auch monoton:-)
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e Betrachte die Menge détostfixpunkte
P={xeD|x3fx}
Der kleinste Fixpunkt d, istin P unduntere Schranke :-)

—— dy istderkleinste Wert mit x J fx

Anwendung:

Sei xi 3 filxy,..o,x,), i=1,...,n ()
einUngleichungssystemwobei alle  f;: D" — D monoton sind.

—— kleinste Losung vorix) — kleinster Fixpunkt vorF :-)
Der Kleenesche Fixpunkt-Satz liefert uns nicht nur Eiestenzeiner kleinsten Losung son-
dern auch ein€harakterisierung :-)

Satz

Die Mengen Firsty({w € T* | A—"w}), A € N, sind die kleinste Losung des
Ungleichungssystems:

Firsty(A) 2O Firsty(X1) ©...OFirsty (X)) , A—X3...X, € P

Beweis-ldee:

Sei F")(A) diem-te Approximation an den Fixpunkt.

(1) Falls A —"u,dann First,(u) C FI"(A).

(2) Falls weF"™(A),dann A —*u fur wu € T*mitFirsty(u) = {w} )
Fazit:

Wir kénnen First,  durchFixpunkt-Iteratiorberechnen, d.h. durch wiederholtes Einsetzen

-)
Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlicmeffizient :-(
Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten lteratsondern die jeweilaktuellen
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-)

Unser Mini-Beispiel: D =2{abet C =C

X1 2 {ll} U xs
X2 2 X3 M {El, b}
x3 2 xU{c}

Die Round-Robin-Iteration:

1 2 3
x1 | {a} |{a,c}|dito
X2 0 {a}
x3 || {a,c} | {a,c}

Der Code fiiRound Robinteration sieht inJavaso aus:

for(i=1;i <mi++)x; = L;
do {
finished = true;
for(i=1;i <mi++){
new = fi(x1,...,%n);
if (1(x; O new)) {
finished = false;
x; = x; U new;
}
}
} while (!finished);
Zur Korrektheit:

Sei yfd) die i-te Komponente von F L.

sei x¥ der Wert von x; nach der-tenRR-Iteration.

1

Man zeigt:

1y )

2 xfd) C z flrjedelLdsung (z1,...,z,) i)

(3) TerminiertRR-Iteration nach! Runden, ist
(xgd),...,xﬁld)) eine Losung  :-))

Unsere Anwendung:
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Firsty(E) D Firsta(E) ® {+} ® Firsta(T) U Firsty(T)
Firsts(T) D Firsta(T) @ {*} ® First2(F) U Firsta(F)
Firsto(F) 2 {(} ®First2(E) ©{)} U {name,int}

Die RR-Iteration:

[Fist, | 1] 2 | 3|
F name, int | (name, (int ((
T name, int | (name, (int, name x, int * ((
E name, int | (name, (int, name %, int %, name +,int+ | ( (

Der Einfachkeit halber haben wir in jeder Iteration nur deienElemente vermerkt :-)
Diskussion:

e DielLange & derlangsten echt aufsteigenden Kette nennen wir alictevon D

e ImFallevon First, istdie Hohe des Verbandxponentielin k :-(

e Die Anzahl der Runden voRR-lteration ist beschrankt durchO(n - 1) (n die An-
zahl der Variablen)

e Die praktischeEffizienz vonRR-Iteration hangt allerdings auch von denordnungder
Variablen ab :-)

e Anstelle vonRR-Iteration gibt es auch schnellere Fixpunkt-Verfahrea,aber im schlimm-
sten Fall immer noch exponentiell sind-((

—_— Man beschrankt sich i.a. alfeine &k 1!l
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2.4 Topdown Parsing

Idee:

e Benutze den Item-Kellerautomaten.
e Benutze die nachsten k Zeichen, um die Regeln fur die Expansionen zu bestimmen

=)

e Eine Grammatik hei8t LL(k) , falls dies immer eindeutig moglich ist.

Wir definieren:

Eine reduzierte Grammatik heif3t dahh(k), falls fur je zwei verschiedene RegelnA —a, A—a €
P undjede Ableitung S —; uApB mit ueT* qgilt

Firste(a B) N Firsty(a/ B) =0
Beispiel 1:

S — if(E)SelseS |
while (E) S |
E;

E — id

istLL(1),da First(E) = {id} :-)

Beispiel 2:

wn

— if(E)SelseS |
if (E)S |
while (E) S |
E;

E — id

...istnicht LL(k) far jedesk > 0.
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Struktur ded.L(k)-Parsers:

O > [ []

Ausgabe

M

e Der Parser sieht ein Fenster der Langker Eingabe;
e errealisiert im Wesentlichen den Item-Kellerautomaten;
e die Tabelle M[g,w] enthalt die jeweils zuwéhlende Regel-)

... Im Beispiel:

S — if(E)SelseS? |

while (E) St |
E;2
E — id?
Zustande: ltems
if | while | id
Tabelle: [..— ...eS5.. 0] 1 |2
[..— ...eE..]||—|] — |0

Im Allgemeinen ...

e istdie Menge der moéglichen nachstedeichen gegeben durch:
Firste(a B) = Firsti(ax) © Firsti(B)

wobei:
(1) « die rechte Seite der passenden Regel;
(2) B ein moglicher rechter Kontext vonA st :-)
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e Firsty(3) muissen widynamischakkumulieren.

— Wir erweitern Items um Vorausschau-Mengen
Ein erweitertedtem ist ein Paar: [A —aey, L] (A—ay € P, LC T=)

Die Menge L benutzen wir, um First,(3) fur denrechten Kontext 3 von A zu
reprasentieren :-)

Konstruktion:

Zustande: erweiterte ltems
Anfangszustand: [S"— e S, {€}]
Endzustand: [S"— Se, {e}]

Expansionen: ([A—a« e Bfp,L],e,[A—a e BB,L|[B— e
v, |Firste(B) ® L))
fir A — aBB, B—y € P

Ubergange: Shifts: ([A—-a o ap,L,a,[A—aa e p,L]) fur
A—aaf3 € P
Reduce: ([A—a « BB,L|[B—vye,L],e,|[A—aB e 3, L]
fur

A—aBf3, B—y € P
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Die Vorausschau-Tabelle:

Wir setzenM|[ [A —aeBf3, L], w] = i genaudannwenn(B,i) die Regel B—vy
istund:  w € Firsty(y) ® Firsty(B) ® L

([Ao — oy Ay 3, Ll]/ MU) F* ([Ao — o e Ay By, Ll] ce [A;nq — 0y @ Ay P, Lm], U)
o ([Ag— a1 A1 Bre, Lq], €) ... giltgenau dann wenn:

Q) o...o00 —"1u
2 A,Bw...p1—"0
(3) Lm = Firstk(ﬁm_l) ®...® FirStk(ﬁl) ® Ll

Satz

Die reduzierte kontextfreie Grammatikc ist LL(k) genaudannwenn dieVorausschau-
Tabelle fur alle bendtigten erweiterten Items wohl-definis.

Diskussion:

e Der erweiterte Iltem-Kellerautomat zusammen mit ein®orausschau-Tabelle erlaubt
die deterministische Rekonstruktion einer Links-Ablagu :-)

e Die Anzahl der Vorausschau-Menger. kann sehr grof3 sein:-(

Beispiel: S—e | aSbh

Die Ubergange des erweiterten Item-Kellerautomat =(1) :
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[S"— o5, {e}] €| [5"— o5 {e}][[S— e {e}]

[S"— o5, {e}] €[5~ o5, {e}[[S— eaSbh, {e}]
[S— eaSb,{e}] a|[S—aeSbh,{e}]

[S— eaSb,{b}] a|[S—aeSbh,{b}]
[S—aeSb,{e}] €| [S—aeSb {e}][S— e, {b}]
[S—aeSh,{b}] €| [S—aeSb {b}][S—e, {b}]
[S—aeSb. e} €|[S—aeSb{e}|[S— eaSb,{b}]
[S—aeSb.{b}] €| [S—aeSb{b}][S— eaSb,{b}]
[S—aeSh,{e}][S—e,{b}]|e|[S—aSeb, {e}]
[S—aeSb,{b}|[S—e,{b}] |e|[S—aSeb,{b}]

6|[S—aeSb,{e}][S—aSbe, {b}] |e|[S—aSeb,{e}]
[S—aeSb,{b}|[S—aSbe,{b}] |e|[S—aSeb,{b}]
71[S—aSeb,{e}] b|[S—aSbe,{e}]
[S—aSeb,{b}] b|[S—aSbe,{b}]
8 [5"— o5, {e}][S— e {e}] €| [5"— Se, {e}]
9|[S"— e5,{e}|[S—aSbe,{e}] |e]|[S — Se,{e}]
Die Vorausschau-Tabelle:
elalb
[S"— o5, {e}] 01—
[S—aeSb{e}]||—|1|0
[S—aeSb{b}]||—|1|0

Beobachtung:

e Die auszuwahlende Regel hangt hier ja gar nicht von den Eweigen der Iltems abl

e Unter dieser Voraussetzung konnen wir den Item-Kelleraatenohne Erweiterung
benutzen :-

e Hangt die auszuwahlende Regelr von der aktuellen Vorausschauw ab, nennen
G auchstarkLL(k) ...

wir

Wir definieren:

Die reduzierte kontextfreie GrammatikG heiftstark LL(k), falls fiir je zwei verschiedene

Follow(A) = U{Firsty(B) | S —; u AB}.

A—a, A—a € P:
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Firsty(ar) ©® Followg(A) N Firsty(a’) @ Follow,(A) = 0

... Im Beispiel: S—e | aSbh
Follow (S) = {e, b}
First;(e) ® Follow,(S) = {e} ©{e b} = {eb}

First;(a Sb) ® Follow;(S) = {a} ® {e,b} = {a}

Wir schliel3en: Die Grammatik istin der Tat starkLL(1) :-)

Ist G einestarkeLL(k)-Grammatik, kdnnen wir die Vorausschau-Tabelle statt enivéi-
terten) Items mit Nichtterminalen indizieren-)

WirsetzenM B, w| = i genaudannwenn(B,i) dieRegel B—y istund: (NS
Firsty(y) ® Follow,(B) .

... Im Beispiel: S—e | aSbh
a
S{0|11]0
Satz

e JedestarkeLL(k)-Grammatik ist auci.L(k) :-)
e JedelLL(1)-Grammatik ist bereitstark LL(1) :-))

Beweis:

Sei G starkLL(k).
Betrachte eine Ableitung S —;u A3 undRegeln A —a, A—a € P.

Dann haben wir:
Firste(a B) N Firsty(a' B) = Firsty(ax) ® Firsty(B) N First(a') @ Firste(B)

C Firsty(ax) ® Followg(A) N Firsty(a') © Followy(A)
0

Folglichist G auchLL(k) :-)
Sei G LL(1).
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Betrachte zwei verschiedene RegelMl — «, A —a' € P.

Fall1: e € Firsty(a) N Firsty (') .
Dannkann G nichtLL(1) sein :-)

Sei G LL(1).
Betrachte zwei verschiedene Regelml — a, A — o’ € P.

Fall1: e € Firsty(a) N Firsty (') .
Dannkann G nichtLL(1) sein :-)

Fall2: € ¢ First;(a) U Firsty (&) .
Sei S—juAp.Da G LL(1)ist, gilt:

First; () ® Follow;(A) N First; (') ® Follow;(A)
= First;(a) N Firsty (')

= First;(a) ® Firsty(B) N Firsty(a’) ® Firsty(B)

0

Fall3: € € Firstj(a) und € ¢ First;(a') .
Dann gilt:
First; () ® Follow;(A) N First;(a’) ® Follow;(A)
= First;(a) ® Follow;(A) N Firsty (')

Fall4: € ¢ First;(«x)

Beispiel:

First; () © (U{First1(B) | S—;uAB}) N Firsty (')
(U{First1(a) ® First;(B) | S—juAB}) N Firsty (')
U{First1(a) ® First;(B) N Firsty(a’) | S—7uAB}
U0 | 5 udp)

0

und € € Firsty (&) : analog :-)

S — aAaa’ | bAbal
A — b0 | €l

Offenbar ist die GrammatikL(2) :-) Andererseits gilt:
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Firsta(b) ® Follow,(A) N Firsta(e) © Follow, (A)
= {b}®{aa, ba} N {e}©{aa, ba}
= {ba, bb} N {aa, ba}
# 0

Folglich ist die GrammatikiichtstarkLL(2) :-(

Wir schliel3en:
° Fir k>1

ist nicht jedeL L (k)-Grammatik automatiscktark LL (k).

Zu jederLL(k)-Grammatik kann jedoch eiriguivalentestarkeL L (k)-Grammatik kon-
struiert werden —— Ubung!

Berechnung von Follow,(B) :

| Followy(A)

[ITTTT] Follow(B)

Berechnung von Followy(B) :

Idee:

e  Wir stellen ein Ungleichungssystem auf-)
e ¢ istein moglicher rechter Kontextvons :-)

Mdogliche rechte Kontexte der linken Seite einer Regel pgogran wir ans Ende jeder
rechten Seite..

.. iIm Beispiel: S—e | aSbh
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Follow,(S) O {e}
Follow,(S) 2 {b} ® Follow,(S)

Allgemein:

Follow,(S) 2 {e}
Follow,(B) 2 Firsty(X1) ® ... ® Firstg(X,,) © Follow,(A)
fir A—aBX;...X,, € P

Diskussion:

e Man Uberzeugt sich, dass diginsteLosung dieses Ungleichungssystems tatsachlich
die Mengen Follow,(B) liefert :-)

e Die GroRRe der auftretenden Mengen steigt mit rapide :-(
e In praktischen Systemen wird darum meist nur der Fall=1 implementiert..
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2.5 Schnelle Berechnung von Vorausschau-Mengen

ImFall k=1 lassensich First, Follow besonders effizient berechnen)
Beobachtung:

Seien L, L, CTU{e} mit L; # () # L,. Dannist:

L oL, — L4 falls €¢L]
PE T ) (L\{e})UL,  sonst

Ist G reduziert, sind alle Mengéefirst; (A) nichtleer :-)
|dee:

e Behandle € separat!
Sei empty(X) =true gdw. X —*e.
e Definiere die e-freien First;-Mengen

Fc(a) = {a} fur aeT
F(A) = Firsti(A)\{e} fur AeN

e Konstruiere direkt ein Ungleichungssystem flfF.(A) :

Fe(A) 2O Fe(Xj) fals A—X;...X, €P,
empty(Xq) A...A empty(X;_1)

... Im Beispiel:
E — E4T | T
T — TxF | F
F — (E) | name | int

wobei empty(E) = empty(T) = empty(F) = false..
Deshalb erhalten wir:

Fo(S) D F(E)  Fu(E) D Fu(E)
FAE) D F.(T) FEJT) D Fu(T)
F(T) 2 F.(F) Fo(F) 2 {(,name,int}
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Entsprechend konstruieren wir zur Berechnung voifollow; :

Follow,(S) 2 {e}
Follow, (B) 2 Fe(X;) falls A—aBX...X, €P,
empty(Xi) A... A empty(Xj_q)
Follow;(B) 2 Follow;(A) fals A—aBX;...X, €P,
empty(Xy) A... A empty(Xy)
... im Beispiel:
E - E4T | T
T — T+F | F
F — (E) | name | int
... erhalten wir:
Follow;(S") 2 {e} Follow;(E) 2O Follow(S')
Follow,(E) 2 {+,)} Follow,(T) 2 {x}
Follow;(T) 2 Follow;(E) Follow;(F) O Follow;(T)
Diskussion:

e Diese Ungleichungssysteme bestehen aus Ungleichungémodar

x Jy bzw. x 3 d

fur Variablen x,y und d € D.
e Solche Ungleichungssysteme heifl3eme Vereinigungs-Probleme:-)
e Diese Probleme kénnen mibhearemAufwand geldst werden.

Beispiel: D — 2f{abe}

X0 2 {ﬂ}

x1 2 {b} X1 2 Xg X1 2 X3
x22{c} x2Ox C @
x3 2 {c} X3 2 X X3 2 X3 \ c
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Bt

\Vorgehen:

e Konstruiere dervariablen-Abhangigkeitsgrapgtum Ungleichungssystem.

e Innerhalb einestarken Zusammenhangskompondraben alle Variablen den gleichen
Wert :-)

e Hateine SZK keine eingehenden Kanten, erhélt man ihren, Weem man die kleinste
obere Schranke aller Werte in der SZK berechnej

e Gibt es eingehende Kanten, muss man zusatzlich die Werteran &tartknoten hinzu-
fugen :-)

... fir unsere Beispiel-Grammatik:

(, int, name
CERCHEC N

Firsty :

Follow; :
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2.6 Bottom-up Analyse

Achtung:

e Viele Grammatiken sind nichtL(k) :-(
e Eine Grund istinks-Rekursivitat..
e Die Grammatik G heiltlinks-rekursiy falls

A—TAB firein A € N, B € (TUN)*

Beispiel:
E — E4T | T
T — TxF | F
F — (E) | name | int
... istlinks-rekursiv :-)
Satz

Istdie Grammatik G reduziert undinks-rekursiy dannist G nichtLL(k) firjedes k

Beweis:  Vereinfachung: A —AB € P

A erreichbar — S—juAy—juAp'y furjedes n>0.
A produktv @ — dA—a: a# AB.

Annahme: G istLL(k) ;-) Danngiltfiralle n>0:
Firste(@B"y) N Firsty(ABB"y) = 0
Weil  Firsty(a"*'y)  C  Firste (A" y)
folgt:  Firsty(a 3" y) N Firste(ap™™ly) = 0

Fall1l: B3 —*e — Widerspruch!!!
Fall2: B—"w # € — Firsty(a B5y) N Firsty(a EF1y) A0 ~(

Bottom-up Parsing:

Wir rekonstruieren reverse Rechtsableitunger)
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Dazu versuchen wir, fir den Shift-Reduce-ParsMg) die Reduktionsstellen zu identifi-
zieren...

Betrachte eine Berechnung dieses Kellerautomaten:
(goay, v)F (goaB, v) " (g0 S, €)
ay nennen wirzuverlassiges Préfiiir das vollstandige Item [B — ye] .

Dannist «y zuverlassigfur [B—ye] gdw. S—j;aBv :-)

Ao o

Al iy

Rl
@] [E[]

..wobei a=a ..., )

Umgekehrt kénnen wir zu jedem mdoglichen Work'
die Menge aller moglicherweise spater passenden Regelttedm.

Das ltem [B—ye ] heiltglultigfir o« gdw. S—3aBv mit & = ay:
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[Adio

..wobei a=oa ..., )
Beobachtung:

Die Menge der zuverlassigen Préfixe ausv U T)*
fur (vollstandige) Items kann mithilfe eines endlichen dmtaten berechnet werden-)

Zustande: Items :-)
Anfangszustand: [S"— e 5]

Endzustande: {[B—vye] | B—vy € P}

(1) ([A—aeXpB]X,[A—aXep]), X € (NUT),A—aXp € P;

Ubergange:
gang (2) ([A—aeBp,e [B— ov]), A—aBfB, B—y € P;

Den Automaten ¢(G) nennen wircharakteristischen Automatéir G.

Beispiel:
E — E4+T | T
T — TxF | F
F — (E) | int
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S'—» «E ‘SHE‘

AN
O E T
E—e E+T}_>\ E—Ee +T}_>\ E>E+eT \EHEJ,T.‘

=
E—oT [E-T]

O T * F
T—e T*F}—»‘TaT*F}—»{TﬁT*-F T—T*Fe
S
¢ «F
T oF [T—F.]

' )
(Fa(E)}—»F%(E)}—»{FH(E-)

[F— «int [F—int |

Denkanonischer.R(0)-Automaten LR(G) erhalten wiraus ¢(G) , indem wir:

(1) nach jedem lesenden Ubergang beliebig vielébergange einschieben
(unsere Konstruktion 1 zur Beseitigung vetbergangen :-)

(2) die Teilmengenkonstruktion anwenden.

.. iIm Beispiel:
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Dazu konstruieren wir:

g = {[S'— eE], g = 8(q0E) = {[S'—Ee],
[E—) OE—i—T], [EHE.—}—T]}
[E— oT]
[T— e TxF]} g2 = 6(q0,T) = {[E—Te|,
[T — e F], [T—TexF|}
[F— e (L)]
[F— eint]} g3 = 0(qo,F) = {[T—Fel}

g = 6(qo,int) = {[F —inte]|}

gs = 8(q0, () = {[F—=(eE)], g7 = (g2, %) = {[T—TxeF],
[E— ¢ E+T], [F— e (E)],
[E— oT], [F — eint]}
[T— o T xF]
[T— eF], gs = 0(g5,£) = {[F—=(Ee)]}
[F—e(L)] [E—FEe+T]}
[F — eint]}
g = 06(q6,T) = {[E—E+Te],
g6 = O(q,+) = {[E-E+eT], [T— TexF]}
[T — e TxF]
[T— eF], qgio = 6(q7,F) = {[T—TxFe|}
[F— o (E)]
[F— eint]} qu = 8(qs,)) = {[F—=(E)e]}

Beachte:

Der kanonisché.R (0)-Automat kann auchirektaus der Grammatik konstruiert werden)
Man bendtigt die Hilfsfunktion:

6c(g) =quU{[B—evy] | J[A—aeB p] €q,
B e (NUT)": B — BB}
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Dann definiert man:

Zustande: Mengen von Iltems;

Anfangszustand: o:{[S"— e 5]}

Endzustande: {9]3A—a € P: [A—ae] € g}
Ubergange: 5(,X) =0 {[A—aXeB] |[A—aeXp] € q}

Idee zu einem Parser:

e Der Parser verwaltet ein zuverlassiges Préfix = X;...X,, aufdem Keller
und benutzt LR(G) , um Reduktionsstellen zu entdecken.

e Erkann miteiner Regel A —y reduzieren, falls [A — ye]
fur « gudltigist :-)

e Damit der Automat nicht immer wieder neu tber den Kellerlhtzufen muss, kellern
wir anstelle der X; jeweils dieZustandé!!

Achtung:

Dieser Parser ist nur damieterministisch
wenn jeder Endzustand des kanonischér0)-Automaten keiné&onflikte enthélt...

... Im Beispiel:

= {[S'—Ee],

[E—Le+T]}
g2 = {[E—Te], g9 = {[E~E+Te],
[T —TexF]} [T —TexF]}
g5 = {[T—Fe]} qo = {[T—Tx«Fe]}
gs = {[F—inte]} qu = {[F—(E)e]}

Die Endzustande g1, 9>, 9o enthalten mehr als ein Item:-(
Aber wir haben ja auch noch nickbrausschaeingesetzt :-)
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Die Konstruktion ded.R(0)-Parsers:

Zustande: QU{f} (f neu :)
Anfangszustand: Jo
Endzustand: f
Shift; (p,a,pq) falls g=2d(p,a)#0
Ubergénge: Reduce: (pqi...qm €,pq) falls [A—=Xi... X e8] € qu,
q=25(p,A)
Finish: (qgop,e f) falls [S"— Se] € p

wobei LR(G) = (Q,T,¥,q0,F).
Zur Korrektheit:
Man zeigt:

Die akzeptierenden Berechnungen de&(0)-Parsers stehen in eins-zu-eins Beziehung zu
denen des Shift-Reduce-ParseM(G”.

Wir folgern:

——  Die akzeptierte Sprache istgenad (G) :-)

——  Die Folge der Reduktionen einer akzeptierenden Berechfiurean Wort
w € T liefert einereverse Rechts-Ableitungon G fur w  :-)

Leider ist derLR(0)-Parser i.a. nicht-deterministisch-(
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Wir identifizieren zwei Griinde:
Reduce-Reduce-Konflikt:
[A—ye], [A/—=Y'e] € q mit AFZAVYFY

Shift-Reduce-Konflikt:
[A—vye], [A/—>aeaf] € g mit acT
flr einen Zustand g € Q.
Solche Zustdnde nennen wingeeignet
|dee:
Benutzek-Vorausschau, um Konflikte zu [6sen.
Wir definieren:

Die reduzierte kontextfreie GrammatikG hei3tLR (k)-Grammatik,
falls fur Firsti(w) = Firsty(x) aus:

— xAw — afw

S *

: I AT ol f0|gt: a=od NA=A Nw =x
S —7x d Alw — afx
Beispiele:

1 S—A|B A—aAb | 0O B—aBbb | 1
...ist nicht LL(k) fur jedesk — aberLR(0) :

Sei S—raXw—apw. Dannist «B von einerder Formen:

A,B,a"aAb,a"aBbb,a"0,a"l (n>0)

(2) S—aAc A—Abb | b
...ist ebenfallsLR (0) :
Sei S—raXw—apfw. Dannist «B von einerder Formen:

ab,aAbb,aAc

143



@) S—aAc A—bbA|D ...istnichtLR(0), aberLR(1) :

Fir S—raXw—aBw mit {y} = Firsty(w) ist «By von einer der
Formen:

ab®bc, ab®"bbAc,alc

4 S—aAc A—bAb | D ...ist nichtLR (k) fur jedesk > 0:
Betrachte einfach die Rechtsableitungen:

S—yrab"Ab"c—ab"bb"c

In der Tat gilt:
Satz:

Die reduzierte Grammatik G ist genau dani.R(0)
wenn der kanonischeR(0)-Automat LR(G) keine ungeeigneten Zusténde enthalt.

Beweis:
Enthalte G einen ungeeigneten Zustand.
Falll: [A—vye|, [A/—Ye € g mtA—y # A —v
Dann gibt es ein zuverlassiges Prafig y =’/ mit
S—raAw—ayw AN S—rd Alx—aoy x
— G istnichtLR(0) :-)
Fall2: [A—vye]|, [A/—Beaf] € g
Dann gibt es ein zuverlassiges Prafig y =o' 3 mit

S—raAw—ayw N S—rdAlx—ao Bap x

Fall2: [A—vye], [A/—Beaf] € g
Dann gibt es ein zuverlassiges Prafig y =o' mit

S—raAw—ayw AN S—rd Ax—aBapx
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Ist B’ € T*,dannist G nichtLR(0) :-)
Andernfalls 3’ —} v1 X v, — v, uv, . Damit erhalten wir:
S—rd Bavi Xvpx—a Baviuvyx
— G istnichtLR(0) :-)
Enthalte LR(G) keine ungeeigneten Zustande. Betrachte:
S—raAw—ayw S—rad Alw — o'y x
Sei  §(go, ay) = gq.Insbesondereist[A — ye| € g.Annahme: (a, A, w') # (&, A', x).
Fall1: «w' =x. Dannmuss g [A’—'e] enthalten :-)
Fall2: w' # x. Weitere Fallunterscheidung:-))
Sei k> 0.
ldee: Wir statten Items mik-Vorausschau aus:-)
Ein LR (k)-Item ist dann ein Paar:
[B—aefp, x|, x € Followg(B)
Dieses Item ist guiltig fur Yy« falls:

S—ryBw mit  {x} = Firsty(w)
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..wobei ..., =7y

Die Menge der gultigei.R (k)-Items fur zuverlassige Prafixe berechnen wir wieder niéhil
eines endlichen Automaten-)

Der Automat ¢(G, k) :

Zustande: LR(k)-ltems :-)
Anfangszustand: [S'— o5, €]
Endzustande: {[B—ve, x] | B—vy € P,x € Follow,(B)}

(1) ([A—aeXp, x]X,[A—aXef, x]), X e (NUT)
Ubergange: (2) ([A—aeBp, x],e [B— oy, x]),
A—aBB, B—y € P,x € Firstk(ﬁ)G{x};

Dieser Automat arbeitet wiec(G)
— verwaltet aber zusatzlich eiaPrafix aus dem Follow, der linken Seiten.

Den kanonischenR (k)-Automaten LR(G,k) erhéltmanaus c(G, k),

indem man nach jedem Ubergang beliebig viele liest und dann den Automateietermi-
nistischmacht...

Man kann ihn aber audtlirektaus der Grammatik konstruieren werden)

Wie bei LR(0) bendtigt man eine Hilfsfunktion:

6c(q) =qU{[B— ey, x] | J[A—aeB B, x] €y,
Be (NUT)*: B —="BB}A
x € Firsty (B B) © {x'}}

Dann definiert man:

Zustande: Mengen vonLR (k)-ltems;

Anfangszustand: S:{[S"— 5, €]}

Endzustande: {]3IA—aecP: [A—ae, x] € q}

Ubergange: 5(,X) =6 {[A—aXe B, x] |[A—aeXp, x] € q}
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qo

q1

q2

6

Im Beispiel:

6(o, E)

{[S/H o[, {e}],

[E— eE+T, {€,+}],
[E— o T, {e+}],
[T— oTxF, {€,+,x}],
[T— oF, {e,+,x*}],
[F— o (E), {e +,+}]
[F— eint, {€,+,*}]}

{[5"— Ee, {e}],
[E—~Ee+T, {e+}]}

(9o, T) = {[E—Te, {e +}],

(91, +)

[T—TexF, {e, +,*}}

{

E— oE+T,{),+},
E— T, {),+}],

T o, )45,
F—e(E),{),+ *}]
F— eint, {),+, *}]|}

{[E—=E+eT,{e +}],

T— oTxF,{e +,%}],

F— o(E),{e +,x}],

[
[
[T— oF, {e,+,x*}],
[
[F— eint, {€,+,*}]}

—(eE), 1), + *},

[F
[
[
[T— oTxF,{),+,x}],
[
[
[

qs

4

qs
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q9

q10

q11

= 5(q2,%)

= {[F—(E

= [T —Fe, {e+ ]}

{[F —inte, {€,+,x}|}

{[T%T*OF, {e,-}—,*}],
[F— o (E), {e,+ *}],
[F— eint, {€,+,*}]}

o), {e+ *}}
[E—Ee+T,{),+}]}

{[E—E+Te, {€,+}],
[T TesF, {e,+,+)]}

{[T— T=x*Fe, {€,+,*}]}

{[F—=(E)e, {e + +}]}



5(q5,T)

5(qs, F)
5(g5, int)

5(‘78/ +)

= {[E—Te, {),+}],
[T—TexF,{),+ *}]}

= {[F—Fe, {),+ *}}
= {[F—inte, {),+, *}]|}

= {[E—-E+eT,{),+}],
[T— oTxF, {),+, %},
[T—> o[, {),‘i‘,*}]r
[FH .(E), {),+;*}]1
[F— eint, {),+, *}]}

!/

q10

/

q11
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5(q9,

*)

{[T%T*.F, {),—i—,*}],
[P—) .(E), {),‘f‘,*}]r
[F— eint, {),+,%}]}

{[F— (Ee®),{),+ *}}
[E—Ee+T,{),+}]}

{[E—E+Te, {),+}],
[T— TexF,{),+}}

{[T —Tx*Fe, {),+,%}]}

{[F—=(E)e, {),+ *}}



Diskussion:

e Im Beispiel hat sich die Anzahl der Zusténde fast verdoppelt
Es kann noch schlimmer kommen:-(

e Die Konflikte in den Zustandeng, 4,99  sind nun aufgeldst.
Z.B. haben wir fir:

go= {[E—E+Te, {e,+}],
[T— TexF,{e+,%}]}

mit:
{e,+} N (Firsty(x F) ©{e, +,x}) = {e,+} N {x} =10

Allgemein: Wir identifizieren zwei Konflikte:

Reduce-Reduce-Konflikt:
[A—ve x|, [A'—=Ve x| € g mt AXAVy#Yy

Shift-Reduce-Konflikt:
[A—vye, x|, [AA—aeaf,yl € g mt acT und

149



x € {a} ®First(B) ©{y} .
flr einen Zustand g € Q.
Solche Zustande nennen wir jetztLR (k)-ungeeignet :-)
Satz

Eine reduzierte kontextfreie GrammatilG ist genau danr.R(k) wenn der kanonische
LR(k)-Automat LR(G,k) keineLR(k)-ungeeigneten Zustande besitzt.

Diskussion:

e Unser Beispiel ist offenbatR(1) :-)

e Im Allgemeinen hat der kanonischeR (k)-Automat sehr viel mehr Zustéande als
LR(G) = LR(G,0)

e Man betrachtet darum i.deilklasservon LR (k)-Grammatiken,
bei denen man nur LR(G) benutzt..

e  Zur Konflikt-Auflosung ordnet man den Items in den ZustanderaMsschau-Mengen

zu:
(1) Die Zuordnung ist unabhangig vom Zustand —— SimpleLR(k)
(2) Die Zuordnung héangt vom Zustand ab —— LALR(k)

Der LR(k)-Parser:

—{ [ [ ]

Ausgabe

- > || action

goto
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Erlauterung:

e Diegoto-Tabelle kodiert die Zustandsubergange:
goto[g, X] = 8(q,X) € Q

e Die action-Tabelle beschreibt fir jeden Zustand; und mdglichen Look-aheadw
die erforderliche Aktion.

Diese sind:

shift // Shift-Operation

reduce (A —vy) // Reduktion mit Ausgabe

error // Fehler

... Im Beispiel:

acton| e int () 4+

q1 S/, 0 S
q2 E,1 s

E — E4+T° | T! 7 E 1 s

T — TxF° | F! g3 | T,1 7,1 T,1

F — (E)° | int! A 7,1 T,1 T,1
g4 F,1 F,1 F,1
7, F,1 F,1 F,1
qo E,0Q E,0 s
9 E,0 E,0 s
g0 | T,0 T,0 T,0
7o T,0 T,0 T,0
g1 | F,0 F,0 F,0
i F,0 F,0 F,0
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2.7 Spezielle Bottom-up-Verfahren mit LR(G)

Idee 1: BenutzeFollow,-Mengen zur Konflikt-Lésung.

Reduce-Reduce-Konflikt:
Fallsfir [A—ye], [A'—Y'e] € g mit AFAVy#y,

Followy(A) N Follow,(A") £

Shift-Reduce-Konflikt:
Fallsfir [A—ye], [A'—axeaf] € g mit acT,

Follow,(A) N ({a} ® Firsty(8) ® Follow, (A")) # 0

flr einen Zustand g € Q.
Dann nennen wir den Zustand; SLR(k)-ungeeignet :-)

Die reduzierte Grammatik G nennenwitSLR (k) (simpleLR (k) :-), falls der kanonische
LR(0)-Automat LR(G) keineSLR(k)-ungeeigneten Zustéande enthélt)

... Im Beispiel:

Bei unserer Beispiel-Grammatik treten Konflikte moglickeise in den Zustandeng, g, g9
auf:

g1 = {[S'—Ee], Follow,(S") N {+}®{...} = {e}n{+}
{[E—~Ee+T]} =0
g2 = {[E—Te], Follow;(E) N {x} o {...} = {e+,)} N {x}
{[T—TexF]} = ()
go = {[E—E+Te|, Follow,(E) N {x}®{...} = {e+,)} N {x}
{[T—TexF|} =0
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Idee 2: Berechne flr jeden Zustandg Follow-Mengen :-)
Fur [A—aep] € q definieren wir:

Ae(q, [A—aep]) = {Firsti(w) | S'—rrvAw A

5(qo, vex) =q}
// C Followg(A)

Reduce-Reduce-Konflikt:
[A—vye], [A’—Y'e] € g mit A#AVy#vy wobei
Ac(g, [A—ve]) N Alg, [A"—7'e]) # 0
Shift-Reduce-Konflikt:
[A—vye], [/ —>aeaf] € g mit acT wobei
Mg, [A—ve]) N ({a} ©Firste(B) © Ax(q, [A"— o @ a B])) # 0
Solche Zustande nennen wir jetztL ALR(k)-ungeeignet :-)

Die reduzierte Grammatik G nennen wirLALR(k), falls der kanonisch&R(0)-Automat
LR(G) keineLALR(k)-ungeeigneten Zustande enthalt)

Bevor wir Beispiele betrachten, Uberlegen wir erst, wie diengen Ay (g, [A — a e (3])
berechnet werden kbnnen-)

ldee:  Stelle ein Ungleichungssystem duf

Ae(go,[S"— 5]) 2 {e}
Mg, [A—aX ep]) DO Ap, [A—ae XB]) falls 6(p,X)=9¢q
Ae(q,[A— o)) D Firsty(B) © Ak(g, [B—aeAPB]) falls [B—aeAp] €qg
Beispiel: S — AbB | B
A — a | bB
B — A

Der kanonisché.R(0)-Automat hat dann die folgenden Zustande:
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Qo = {[5"— 5], 92 = 8(qoa) = {[A—ae]}

{[S— e AbB],
{[A— ed], g3 = 06(q0,b) = {[A—DbeB]
{[A— ebB], {[B— o]
{[S— eB], {[A— ea],
{[B—> OA]} {[A—> obB]}
ni = 6(q0,5) = {[S"—5e]} gs = 6(q0,B) = {[5— Bel}
gs = 06(q0,A) = {[S—AebB], g5 = &(g5,b) = {[S— AbeB],
{[B— Ae|} {[B— o A]
{[A— ed],
ge = (g3, A) = {[B— Ae]} {[A— ebB]}
g7 = 0(g5,B) = {[A—bBe]} g9 = 0(qs,B) = {[S— AbBe]}
Shift-Reduce-Konflikt: gs = {[S— AebB],
{[B— Ae]}
Dabeiist:  Follow;(B) N {b} ©{...} ={e, b} N {b} #0
Ausschnitt des Ungleichungssystems:
Ai(q1,[B— Ae]) 2 Ai(qo, [B— o A])  Ai(qo, [B— @ A]) 2 Ai(qo,[S— e B])
Ai(q0,[S— @B]) 2 Ai(qo, [S"— 5])
Mo, [S"— @ 5]) 2 {e}
Folglich: Ai(gs, [B— Ae]) = {e}
Diskussion:

e Das Beispiel ist folglicmicht SLR(1), aberLALR(1) :-)
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e Das Beispiel ist nicht so an den Haaren herbei gezogen, vaehesnt...
e Umbenennung: A=L B=R a=id b=x/= liefert:

S —- L=R | R
L — id | *R
R — L

...d.h. ein Fragment der Grammatik fGrAusdricke ;-)

Fur k=1 lassen sichdie MengenA(q,[A — «e3]) wieder effizient berechnen:-

)

Das verbesserte Ungleichungsssystem:

A(go,[S"— o5]) 2 {e}

AN(g,[A—aX ef]) DO Ai(p,[A—ae X}]) falls 6(p,X)=9¢q

Mg, [A— ey]) 2 Fe(X;) fals [B—aeAX;... Xy € g
und empty(Xi) A... Aempty(Xj_1)

Ai(q,[A— ev]) O Mg, [B—aeAXy...Xy]) falls [B—aeAX,...X,] €q
und empty(Xi) A ... Aempty(X,)

— ein reines Vereinigungsproblem-))

Ubersicht tiber die Sprachklassen:

determinististische Sprachen
=LR(1) = ... = LR(K)

LR(0)

(Y Y] LL(k) (Y Y]
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Diskussion:

e Alle kontextfreien Sprachen, die sich mit einem deterntischien Kellerautomaten par-
sen lassen, kdnnen durch ein(1)-Grammatik beschrieben werden.

e Durch LR(0)-Grammatiken lassen sich alfegafixfreien deterministisch kontextfreien
Sprachen beschreiben:-)

e Die Sprachklassen ZuL (k) -Grammatiken bilden dagegen eirerarchieinnerhalb der
deterministisch kontextfreien Sprachen.

e Da zu jederLL(k)-Grammatik eineaquivalentestarke LL(k}Grammatik konstruiert
werden kann, sinde letztere nicht in der Ubersicht vermerkt
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3 Semantische Analyse

e Lexikalisch und syntaktisch korrekte Programme konnetzdiem fehlerhaft sein ;-(

e Einige von dieselrehlernwerden bereits durch die Sprachdefinition ausgeschlosskn u
mussen vom Compiler Gberprift werden)

e \Weitere Analysen sind erforderlich, um:

—  Bezeichneeindeutig zu machen;
—  dieTypenvon Variablen zu ermitteln;
—  Maoglichkeiten zuProgramm-Optimierungu finden.
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3.1 Symbol-Tabellen

Beispiel: void foo() {

int A;

void fee() {
double A;
A =0.5;
write(A);

¥

A=2;

fee();

write(A);

Diskussion:

e Innerhalb des Rumpfs vonfee wird die Definition von A durch dielokale Defi-
nition verdeckt :-)

e Fir die Code-Erzeugung bendétigen wir fur jede BenutzungseBezeichners die zuge-
hdrigeDefinitionsstelle

e Statische Binduntpedeutet, dass dass die Definition eines Namefis an allen Pro-
grammpunkten innerhalb ihres gesamten Blagild$ig ist.

e Sichtbarist sie aber nur auRerhalb derjenigen Teilbereiche, in arermeine weitere
Definitionvon A gdltigist :-)
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... Im Beispiel: void foo() {
int A;
void fee() {

double A;
A =0.5;
write(A);
}
A=2;
fee();
write(A);

}

Kompliziertere Regeln der Sichtbarkeit gibt es in objeldotierten Programmiersprachen wie
Java...

Beispiel:

public class Foo {
protected int x =17;
protected int y =5;
private int z = 42;
public int b() { return 1; }
}
class Fee extends Foo {
protected double y = .5;
public int b(int a) { return g; }

}

Diskussion:

e private Members sind nur innerhalb der aktuellen Klasse guiltig

e protected Members sind innerhalb der Klasse, in den Unterklassenesionverhalb des
gesamtempackageyultig :-)

e Methoden b gleichen Namens sind stets verschieden, wenn ihre Arguifygran
verschieden sind!

e Bei Aufrufen einer Methode wirdynamischentschieden, welche Definition gemeint ist
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Beispiel:

public class Foo {
protected int foo() { return 1; }
}
class Fee extends Foo {
protected int foo() { return 2; }
public int test(boolean b) {
Foo x = (b) ? new Foo() : new Fee();
return x.foo();

}
}

Aufgabe: Finde zu jeder Benutzung eines Bezeichners die zugehorige
Definition

1. Schritt:  Ersetze Bezeichner dureindeutiggNummern!

Input: Folge von Strings
Output: (1) Folge von Nummern
(2) Tabelle, die zu Nummern die Strings auflistet

Beispiel:

das | schwein| ist | dem | schwein| was

das | schwein| dem | menschen| ist | wurst

... liefert:

das
schwein
ist

dem

was
menschen
wurst

OO~ WINIFLIO
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Implementierung 1:

Wir benutzen ein@artielle Abbildung S : String—int verwaltet :-)
Wir verwalten einen Zahler int count = 0; flr die Anzahl der bereits gefundenen Worter

-)
Damit definieren wir eine Funktion:int getindex(String w) :

int getindex(String w) {
if (S (w) = undefined) {
S=S®{w— count};
return count+-;
else return S (w);

}

Implementierung 2: Partielle Abbildungen

Ideen:

Liste von Paaren (w,i) € String X int :
Einfugen:  O(1)
Finden: O(n) — zu teuer :-(

balancierte Baume
Einfugen:  O(log(n))

Finden: O(log(n)) — zu teuer :-(
e Hash Tables

Einfugen:  O(1)

Finden: O(1) ... zumindestim Mittel :-)
... Im Beispiel:

Wir legen ein Feld M von hinreichender GroRem an :-)
Wir wahlen eineHash-Funktion H : String — [0,m — 1] mit den Eigenschaften:

—  H(w) istleichtzu berechnen :-)
—  H streut die vorkommenden WortgleichmaRigiber [0,m — 1] :-)
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Mdogliche Wahlen:

Ho(xg...x,1) = (xo—f—xr 1) Yom
Hi(xo...x21) = (3} p) Y%om

(xo+P (x1+P (o dpxe1ee))) %om
far eine Primzahp (z.B. 31 )

e Das Argument-Wert-Paar(w, i) legen wirdanninVi[H(w)] ab :-)

Mit m =7 und H, erhaltenwir:

schwein| 1
menschej 5
was| 4

| ist [2] | wurst| 6]
das| 0
dem| 3

Ol |lW|IN|IFL|O

Um den Wert des Wortsw zu finden, mussen wirw  mit allen Worten x verglei-
chen, firdie H(w) = H(x) :-)
2. Schritt: Symboltabellen

Durchmustere den Syntaxbaum in einer geeigneten Reilygnfdie

—  jede Definitionvor ihren Benutzungen besucht:-)
— die jeweils aktuell sichtbare Definition zuletzt besucht)

e Firjeden Bezeichner verwaltet man eiri&riler der gultigen Definitionen.

e  Trifft man bei der Durchmusterung auf eine Definition einez&chners, schiebt man
sie auf den Keller.

e Verlasst man den Gultigkeitsbereich, muss man sie wiedarKeller werfen :-)

e  Trifft man bei der Durchmusterung auf eine Benutzung, sgthtéan die letzte Definition
auf dem Keller nach.

e Findet man keine Definition, haben wir einen Fehler gefundeh
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Beispiel:

{inta,b;

a=>5;

if (a >3){
int a,c;
a=23;
c=a+1,
b=c;

Der zugehorig&yntaxbaum..

} else {
int c;
c=a-+1;
b=c;

b=a+ 10
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Diskussion:

e Der Durchlauf ist hier einfachinks-rechtsDFS.

e Benutzt man eine Listen-Implementierung der Keller unckemkursive Implementie-
rung, kann man auf das Beseitigen der jeweils neuen Defieitiverzichten :-)

e Anstelle erst die Namen durch Nummern zu ersetzen und dendutirdnung von Be-
nutzungen zu Definitionen vorzunehmen, kann man auch g&iadeutige Nummern

vergeben :-))
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Achtung:

e Manche Programmiersprachen verbieten eine Mehrfachabegikbn des selben Namens
innerhalb eines Blocks ;-)

e Dann muss man fur jede Deklaration einen Pointer auf denkBleovalten, zu dem sie
gehort.

e Gibt es eine weitere Deklaration des gleichen Namens mitsitben Pointer, muss ein
Fehler gemeldet werden:-))

Erweiterung:

e Hat man mehrere wechselseitigkursive Funktionsdefinitionan einem Block, missen
deren Namen vor Durchmustern der RUmpfe in die Tabelle &agen werden ...

fun odd0 = false

|  oddl = true

|  oddx = even(x—1)
and even() = true

| evenl = false

|  evenx = odd(x—1)

e Hat man eine objektorientierte Sprache mit Vererbung zZvaadlassen, sollte die Uber-
geordnete Klasse vor der Unterklasse besucht werdgn

e Bei Uberladung muss simultan eine Typiberpriifung vorgenemwerden..
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3.2 Typ-Uberprifung

In modernen (imperativen / objektorientierten / funktiemg Programmiersprachen besitzen
Variablen und Funktionen einélyp, z.B.int, struct { int x; int y; }.

Typen sind nutzlich fur:
e die Speicherverwaltung

e die Vermeidung vor.aufzeit-Fehlern :-)

In imperativen /objektorientierten Programmiersprachamss der Typ bei der Deklaration
spezifiziert und vom Compiler die typ-korrekte Verwenduhegiijprift werden :-)

Typen werden durch Typwusdriickebeschrieben.

Die Menge T der Typausdriicke enthéalt:

(1) Basis-Typen: int, boolean float, void ...
(2) Typkonstruktorepangewendet auf Typen, z.B.:

e \Verbunde: struct {t; ay;...f a; }
e Zeiger: tx
e Felder: ¢]]

Achtung:
In C muss zusatzlich eine GroRe spezifiziert werden; die Vaiamliss dann
zwischen t und [n] stehen :~(

e Funktionen: t (fy,..., %)

Achtung:
In C muss die Variable zwischent und (t;,...,t) stehen.

In SML dagegen wirde man diesen Typ anders herum schreiben; * . .. x
tr — t :-)

Wir benutzen: (ty,...,t) als Tupel-Typen.

(3) Typ-Namen
Typ-Namen sind nutzlich:

e als Abkurzung :-)
In C kann man diese mithilfe von typedef einfuhren:

typedef ¢ x;
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e zur KonstruktiorrekursiverTypen...

Beispiel:
struct list0 { struct listl {
int info; int info;
struct listl * next; struct list0 * next;
b }s

Aufgabe:
Gegeben:  eine Menge von Typ-Deklarationen™ = {t; xy;...t, Xu; }
Uberpriife: Kann ein Ausdruck e mitdem Typ t versehen werden?
Beispiel:

struct list {int info; struct list * next; };
int f(struct listxl) {return 1;};
struct {struct listxc;} *xb;

int x a[11];

Betrachte den Ausdruck:

Idee:;

e Traversiere den Syntaxbaumttom-up

e FirBezeichner sagt unsl” den richtigen Typ :-)

e Konstantenwie 2 oder 0.5 sehen wirden Typ direkt an ;-)

e Die Typen fur die inneren Knoten erschiel3en wir mithilfe vigqp-Regeln
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Formalbetrachten wiussagerder Form:
ke : t
// (Inder Typ-Umgebung I' hat e denTyp f)

Axiome:
Const: ' k¢ : t. (t. Typ der Konstante c)
Var: NkEx: I'(x) (x Variable)
Regeln:
NkFe: t NkFe: t
Ref: ¢ Deref: ¢ -
" &e : tx ' Fxe : t
Array: e @ tx ["Fe : int
I I—el[ez] ot
Array: MkFe @ t[] ' e @ int
I I—el[ez] ot
Struct: I'Fe : struct {t; as;...t, ay; }
I I—e.ai DL
App "Fe: t(tl,...,tm> I "61 S 2 T I l—em N .
I kFe(ey,...,em) @t
I l—e1 : int I |_€2 : int
Op: .
I |_€1+€2 ;o Iint
NrFe: K t; in t, konvertierbar
Cast:
N E (tz) e : b
.. iIm Beispiel:
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.. Im Beispiel:

int ] E( int
N
int (struct list %) .| struct list

7
struct {struct list * c;}
0]

struct {struct list x c;} *

Diskussion:

e \Welche Regel an einem Knoten angewendet werden muss, sigjitaus den Typen fur
die bereits bearbeiteten Kinderknoten)

e Dazu muss di&leichheitvon Typen festgestellt werden.

Achtung:
struct A {} und struct B {} werden als verschieden betrachtet

Nach:
typedef int C;

bezeichnen C und int immer noch den gleichen Typ:-)

e Manche Operatoren wie z.B. + sind Uberladensie besitzenimehrere verschiedene
Bedeutungen.

e Welche Bedeutung ausgewéhlt werden soll, entscheidetasitgrund der Argument-
Typen. Der Operator + kann zum Beispiel bedeuten:

—  Addition aufshort, int, long, float oderdouble :-)
—  Pointer-Arithmetik :-))

e Ist die Bedeutung ermittelt, wird (in bestimmten Fallen) fias Argument, das noch
nicht den richtigen Typ hat, eing/p-Konvertierungeingefigt.
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Strukturelle Typ-Gleichheit:

Semantisclkonnen wir zwei rekursive Typen t1,t, alsgleichbetrachten, falls sie die glei-
che Menge von Pfaden zulassen.

Beispiel:
struct list { struct list1 {
int info; int info;
struct list * next; struct {
} int info;

struct list]l * next;

} o next;

}

Rekursive Typen kdnnen wir atgerichtete Graphedarstellen.

... Im Beispiel:

info next

struct

info next

int

Beobachtung:

e Hat ein Knoten mehr als einen Nachfolger, tragen die ausgimeKanterunterschied-
liche Beschriftungen :-)

e Das kann man auch fur Funktions-Knoten erreicher)

e Der Typgraph kann damit aldeterministischer endlicher Automatifgefasst werden,
der alle Pfade durch den Typ akzeptiert))

e Zwei Typen kénnen wir dann als aquivalent auffassen, weralippgraphen, aufgefasst
alsDFAs aquivalent sind.
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e Insbesondere gibt es stets einen eindeutig bestimmieimalenTypgraphen fur jeden
Typ o)
e Strukturelle Aquivalenz rekursiver Typen ist deshalb sthentscheidbati!

Alternativer Algorithmus:
ldee:
e \Verwalte Aquivalenz-Anfragen fur je zwei Typausdriicke

e Sind die beiden Ausdriicksyntaktischgleich, ist alles gut :-)

e Andernfalls reduziere die Aquivalenz-Anfrage zwischemAglenz-Anfragen zwischen
(hoffentlicheinfachereranderen Typausdriicken:-)

Nehmen wir an, rekursive Typen wirden mithilfe von Typ-@keingen der Form:
A=t

eingefuhrt..
] mm (4] ]
_ 1]

L
-]

S

‘ struct {sy a1; ... Sy Am; }| struct {t1 a1; ... by s } ‘

... Im Beispiel:

A = struct {int info; A *next; }
B = struct {int info;
struct {int info; B« next; } * next; }

Wir fragen uns etwa, ob gilt:

struct {int info; A xnext; } = B

Dazu konstruieren wir:
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‘ struct{int info; A xnext;} |B ‘

‘ struct{int info; A xnext; } | struct{int info;... * next; } ‘

int | int E*

[ | ‘A struct{int info; B  next; } ‘

‘ struct{int info; A xnext; } | struct{int info; B * next; } ‘
int | int A x|B *
- 7]

| struct{int info; A*next;} |B|

Diskussion:

e StoRen wir bei der Konstruktion des Beweisbaums auf einévatgnz-Anfrage, auf die
keine Regel anwendbar ist, gibt es einen Widerspilch

e Die Konstruktion des Beweisbaums kann dazu fiihren, dasgldiehe Aquivalenz-
Anfrage ein weiteres Mal auftritt.

e Taucht eine Aquivalenz-Anfrage ein weiteres Mal auf, kimnér hier abbrechen :-)

— die Anzahl zu betrachtender Anfragenestdlich :-)
— das Verfahrenerminiert :-))

Teiltypen

e Auf den arithmetischen Basistypenchar, int,long, ... gibt es i.a. eine reichhaltige
Teiltypen-Beziehungen.

e Dabeibedeutet t; <t,, dass die Menge der Werte vom Typ,

(1) eineTeilmengeder Werte vom Typ t, sind :-)
(2) ineinen Wertvom Typ t, konvertiert werden konnen:-)
(3) die Anforderungen an Werte vom Typ, erfillen...

=
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Erweitere Teiltypen-Beziehungen der Basistypen auf kexgplypen :-)
Beispiel:

string extractInfo (struct { string info; } x) {

return x.info;

e Offenkundig funktioniert extractinfo fir alle Argument-Strukturen, die eine Kom-
ponente string info besitzen :-)

e Die ldee ist vergleichbar zur Anwendbarkeit auf Unterkéas&ber allgemeiner:-)
e Wann 1t <t, geltensoll, beschreiben wirdurch Regeln

[]7] Bm 4[]
. 517] 5]7]

‘ struct {s1 a1; ... S am; }‘ struct {t;, a;,; ... t;, aj; }

EAEA 5]

‘ So (Sl,...,Sm) | to (tl,...,tm) ‘

solto]  [aalsi] eee [tu]snl

Beispiele:

struct {int a; intb;} < struct {floata;}
int (int) £ float (float)

Achtung:

e Beiden Argumenten dreht sich die Anordnung der Typen geuaug!
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e Diese Regeln kdnnen wir direkt benutzen, um auchré&kursiveTypen die Teiltyp-
Relation zu entscheiden:-)

Beispiel:

R; = struct {inta; R, (Ry) f;}
struct {inta; intb; S, (S1) f;}
struct {inta; R, (S,) f;}
S, = struct {intg; intb; S, (Ry) f;}

F
I

51[Rs
a f
[t [int]  [S5.(5) [ Ri(Ry) |
[S:]R)) (R[]
BB
a,b f
int | int | S2(Ry) | S1(S1) |
= [S2]8:]  [S]Rd
a f
| int | int | | 51(51) | Ra(S2) |
u [s1[Rs]  [82si]
S2R,
a f
int | int | S2 (Ry) | Ry (Ry) |
= [S2[Ri]  [Ri]Ry
a f
| int | int | | Ri (R1) | R2(S2) |
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Diskussion:

e Um die Beweisbdume nicht in den Himmel wachsen zu lassendemueinige Zwi-
schenknoten ausgelassen)

e  Strukturelle Teiltypen sind sehr machtig und deshalb rgetmiz leicht zu durchschauen.
e Javaverallgemeinert Strukturen ZDbjekten / Klassen
e Teiltyp-Beziehungen zwischen Klassen musseplizit deklariertwerden :-)

e Durch Vererbung wird sichergestellt, dass Unterklassear die (sichtbaren) Kompo-
nenten der Oberklasse verfiigen))

e Uberdecken einer Komponente mit einer anderen gleicheneNarist moglich — aber
nur, wenn diese keine Methode ist-(
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3.3 Inferieren von Typen

e Im Gegensatz zu imperativen Sprachen kanfunktionalenProgrammiersprachen der
Typ von Bezeichnern (i.a.) weggelassen werden.

e Diese werden danautomatischnergeleitet :-)

Beispiel:
fun facx = if x<0 then 1
else x-fac(x—1)
Dafur findet delSML-Compiler: fac : int — int
Robin (Dumbledore) Milner, Edinburgh
ldee: J.R. Hindley, R. Milner

Stelle Axiome und Regeln auf, die den Typ eines Ausdruckszi&hung setzen zu den Typen
seiner Teilausdriicke :-)

Der Einfachkeit halber betrachten wir nur eine funktioné&bensprache..
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e == blx|(O1e)]| (e Oy e)
| (if eo then e; else e;)
| (enooovee) [[]] (er = e2)
| (caseegof [|] — e;; h:t — e)
| (e1e) | (fn (x1,...,x,) = ¢€)
| (letrec x; =ey;...;x, = e, in ep)
| (letx; =ey;...;x, =e, in ep)

Beispiel:
letrec rev = fnx=rx[];
r = fnx= fny= casexof
=y

h:t —rt(h:y)
in rev(l1:2:3:]])

Wir benutzen die Ublichen Prazedenz-Regeln und Assotitittwn, um hassliche Klammern
Zu sparen :-)

Als einzige Datenstrukturen betrachten wWupelundList :-))

Wir benutzen eine Syntax von Typen, die@KIL angelehnt ist..

t = int|bool | (t,...,ty) |listt |ty — £
Wir betrachten wieder Typ-Aussagen der Form:

e : t
Axiome:
Const: ' ¢ : t. (t. Typ der Konstante c)
Nil: T F[]: listt (t beliebig
Var: T Fx: T'(x) (x Variable)

177



Regeln:

["Fe : int e : int

Op: :
e +e : int
If: I "60 : bool I |_€1 ot I "62 ot
' I' - (if eg then e else ¢p) :
I "61 ] I |_€m oty
Tupel:
Ik (61,...,€m) : (tl,...,tm)
. Fl—el: th — b Fl—ez: t
App:
Ik (61 62) b
Fun: Fref{xi—t,. .., xm—ty} Fe: t

I'Efn(xq,...,x0) =€ (Hb,...,ty) — t

ke @t e o listt

Cons: _
I'E(eg:ey) @ listt
Case: o listh T Fe: ! Fre{x—t,yrlisth} ey : t
I (caseegof [| — e;; x:y — ) & ¢t
! : / . / .
Letrec: Fen: ... ke by TMhe t f

I' - (letrec x; =ey;...; X, = ey, iney) :
wobel F’:F@{letl,...,metm}

Kdnnten wir die Typen fur alle Variablen-Vorkommeaten lieR3e sich mithilfe der Regeln
Uberprufen, dass unsere Wahl korrekt war)

Wie raten wir die Typen der Variable?
ldee:

e Mache die Namen der verschiedenen Variablen eindeutig.
e FiuhreTyp-Variablenfir die unbekannten Typen der Variablen und Teilausdriicke e

e Sammle die Gleichungen, die notwendigerweise zwischenTggrVariablen gelten
mussen.

e Finde fur diese Gleichungen Losungen)

178



Beispiel:

fnx=x+1

Gleichungen:
T = & — T
T, = int
a = int
Wir schliel3en: 7, = int — int

Fur jede Programm-Variablex und fur jedes Vorkommen eines Teilausdrucks flhren
wir die Typ-Variable «[x| bzw. t[e] ein.

Jede Regel-Anwendung gibt dann Anlass zu einigen Gleiatung

Const: e=c — 1le| =1,

Nil: e =] — Tle] =listax (¢ neu
Var: e=x — 7Tle] = «afx]

Op: e=e+e —— 7tle] = 7le1] = Tez] = int
Tupel:  e=(ey,...,em) —= 7le]=(7les], ..., T[em])
Cons: e=e;:e —= 1le| = Tlea] = list T[eq]



If: e = if ¢; then ¢; else ¢, —— T[ey] = bool
Tle] = Tle1] = Tley]
Case: e=caseeof [| — e; x:y — e —= Tleo] = a[y] = list a[x]
Tle| = tle1] = Tles]
Fun: e=fn(x,...,x,) = €& — 7tle] = (afx1], ..., a[xn]) — 7T[ei]
App: e=e e — 7Tle1] = 7Tlea] — 7Tle]
Letrec: e =letrec xy =e1;...;X, = €, in ¢ — ofx1] = 7leq]
ofxm] = Tewm]
Tle] = Tleo]
Bemerkung:
e Die mdglichen Typ-Zuordnungen an Variablen und Programusdkiicke erhalten wir
alsLdsungeines Gleichungssystems uber Typ-Termen)
e Das Losen von Systemen von Term-Gleichungen nennt manléniékRation :-)
Beispiel:
8(z f(x)) = g(f(x), f(a))
Eine Losung dieser Gleichung ist dieibstitution {x +a,z — f(a)}
In dem Fall ist das offenbar deinzige :-)
Satz:

Jedes System von Term-Gleichungen:
s; = t; i:1,...,m
hat entwedekeine Losungder eineallgemeinste_dsung.

Eineallgemeinste Losunigt eine Substitution o mit den Eigenschaften:

e o isteinelLosung,d.h. o(s;) =o(t;) furalle i.

180



e o st allgemeinst, d.h. fir jede andere Losungr gilt: 7 = 7'oo fir eine
Substitution 7’ :-)

Beispiele:

(1) f(a)=g(x) — hatkeine Lésung :-)

(2) x=f(x) — hatebenfalls keine Lésung;-)

(3) f(x)=f(a) — hatgenau eine Lsung

@) f(x)=f(g(y)) — hatunendlichviele Lésungen :-)

(6) xo=f(x1,x1),- o, Xn1 = f(Xn,%0) —
hat mindestensxponentiell grol3&dsungeri!!
Bemerkungen:

e Es gibt genau eine Ldsung, falls die allgemeinste Losungek¥ariablen enthalt, d.h.
groundist :-)

e Gibt es zwei verschiedene Lésungen, dann bereits unendétd ;-)
e Achtung: Es kann mehrere allgemeinste Losungen geben
Beispiel: x =y
Allgemeinste Losungensind :{x — y} oder {y+— x}
Diese sind allerdings niclsehrverschieden :-)
e Eine allgemeinste Losung kann imméempotengewahlt werden, d.lw = o o 0.
Beispiel: x = x y=y
Nicht idempotente Lésung: {x — y,y — x}
Idempotente Lésung: {x—x,y—y}
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Berechnung einer allgemeinsten L6sung:

fun occurs (x,t) = case t
of x —  true
| f(t,..., ) — occurs(x,t) V... Voccurs (x, tx)
] — false

fun unify (s,t) 0 = if 6s =0t then 0
else case (0s,0f)
of (x,x) — 6
(x,t) — if occurs (x,t) then Fail
else {x+—t}ob
| (t,x) — if occurs (x,t) then Fail
else {x+—t}ob

| (FGs1ees0), f(b o b)) — unifyList [(s1,81), ..., Sk, t)] €

| _ — Fail
and unifyList list & = case list
of [] — 0

| ((s,t)::rest) — letval 0= unify (s, t) 0
in if 0 = Fail then Fail
else unifyList rest 0
end

Diskussion:

e Der Algorithmus startet mit unifyList [(s1,#1), ..., (Sm, tm)] { }

e Der Algorithmus liefert sogar eine idempotente allgemien$isung :-)
e Leider hat er moglicherweissxponentielld_aufzeit :-(

e Lasstsich das verbessera?

ldee:

e Wirreprasentieren die Terme der Gleichungen als Graphen.
e Dabeiidentifizieren wir bereits isomorphe Teiltermg)

... im Beispiel: 2z, f(x)) = g(f(x), f(a))
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ldee:

e Wirreprasentieren die Terme der Gleichungen als Graphen.
e Dabeiidentifizieren wir bereits isomorphe Teiltermg)

... im Beispiel: 2z, f(x)) = g(f(x), f(a))

3]
ldee:
e  Wirreprasentieren die Terme der Gleichungen als Graphen.

e Dabeiidentifizieren wir bereits isomorphe Teiltermg)

... im Beispiel: 2z, f(x)) = g(f(x), f(a))
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ldee:

e Wirreprasentieren die Terme der Gleichungen als Graphen.
e Dabeiidentifizieren wir bereits isomorphe Teiltermg)

... im Beispiel: 2z, f(x)) = g(f(x), f(a))

Idee (Forts.):

e Wir berechnen eindquivalenz-Relation = auf den Knoten mit den folgenden Ei-
genschaften:
— s =t furjede Gleichung unseres Gleichungssystems;

— s=t nurfallsentweder s oder ¢t eine Variable ist oder beide den glei-
chen Top-Konstruktor haben.

— Falls s=t und s= f(s1,...,5),t = f(t,..., 1) dannauch s; =ty,...,s¢ = fx.
e Falls keine solche Aquivalenz-Relation existiert, ist 8gtstem unlésbar.

e Falls eine solche Aquivalenz-Relation gilt, miissen wirrpbigfen, dass der Graph mo-
dulo der Aquivalenz-Relatioazyklischist.

e Ist er azyklisch, konnen wir aus der Aquivalenzklasse jaéerable eineallgemeinste
Ldsungablesen..

Implementierung:

e Wir verwalten eindPartitionder Knoten;

e Wann immer zwei Knoten aquivalent sein sollen, vereinigaritwe Aquivalenzklassen
und fahren mit den S6hnen entsprechend fort.

e Notwendige Operationen auf der Datenstrukturr  flr eine Partition:
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— init (Nodes) liefert eine Représentation fur die Partitiony = {{v} | v €

Nodes}

—  find (7r,u) liefert einen Reprasentanten der Aquivalenzklasse — danirm-

mer moglich keine Variable sein soll:-)
— union (7, uy,uy)  vereinigt die Aquivalenzklassen vonuy, i,

Der Algorithmus startet mit einer Liste

W = [(u1,01),..., (thy, 0m)]

der Paare von Wurzelknoten der zu unifizierenden Terme

7t = init(Nodes);
while (W #0) {
(u,v) = Extract (W);
u = find (7r,u); v = find (7, v);
if (u#v0) {
71 = union (71,1, 0);
if (u ¢ Vars A v & Vars)
if (label(u) # label(v)) return Fail
else {
(u1,...,ux) = Successors(u);
(v1,...,0x) = Successors(v);
W= (uy,01) o0 (ug, o) = W,
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Komplexitat:
O (# Knoten) Aufrufe von union
O (# Kanten + # Gleichungen)  Aufrufe von find

—— Wir bendtigen effizient&nion-Find-Datenstruktur :-)

Idee:

Reprasentiere Partition vonU  als gerichteten Wald:

e Zu ue€U verwaltenwir einen Vater-VerweisF|u] .
e Elemente u mit Flu| =u sind Wurzeln.

Einzelne Baume sind Aquivalenzklassen.
Ihre Wurzeln sind die Repréasentanten ...

@@\g .

[o[1]2[3[4]5] 6] 7

(1lafsf1f 47 5 7

—  find (m,u) folgtden Vater-Verweisen :-)
—  union (7, u1, u,) héngt den Vater-Verweis eines;; um...
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A

@g 5
®

o|1]2[3la]s5] 6|7

1[1] 3] 1] 4] 7] 5 7

A

@g @ ©
©

o|1]2[3]a]s5] 6|7

1[1] 3] 1] 7] 7] 5 7

Die Kosten:
union :  O(1) =)
find . O(depth(m)) :

Strategie zur Vermeidung tiefer Baume:

e Hange derkleinerenBaum unter deigrolerer
e Benutze find, um Pfade zu komprimieren

187




0(1/2|3/4 5|67

1113|147 5 7

0(1/2|3/4 5|67

111 (3|1 7|7 5 7
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01234 5|67
5/1(3|1| 7 7 5 3

®

@

0(1/2|3/4 5|67
51317 7 5 3
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®

®

@

01234 5|67
5/1(3|1| 7 7 5 3

@

®

®

0(1/2|3/4 5|67
51317 7 5 3
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Robert Endre Tarjan, Princeton

Beachte:

e Mitdieser Datenstruktur dauerniz union- und m find-Operationen O(n + m -
a(n,n))

//  « dieinverse Ackermann-Funktion:-)

e Firunsere Anwendung missen winnion nur so modifizieren, dass an den Wurzeln
nach Moglichkeikeine Variablen stehen.

e Diese Modifikation vergro3ert die asymptotische Laufzaihth :-)
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Fazit:

e Wenn Typ-Gleichungen fur ein Programm l6sbar sind, danh egbeineallgemeinste
Zuordnung von Programm-Variablen und Teil-Ausdricken gpen, die alle Regeln
erfillen :-)

e Eine solchallgemeinste Typisierunkgnnen wir in (fast) linearer Zeit berechnen)

Achtung:

In der berechneten Typisierung kénnen Typ-Variablen vonken!!!
Beispiel: e = fn(f,x) = fx

Mit « = «[x] und B = 7[f x| finden wir:

alf] = a—p

wle] = (a—Ba)—B

Diskussion:

e Die Typ-Variablen bedeuten offenbar, dass die Funktiofirsitien fir jede mdgliche
Instantiierung funktioniert ——- Polymorphie

Wir kommen darauf zuriick :-)

e Das bisherige Verfahren, um Typisierungen zu berechnegmeNachteil, dass es nicht
syntax-gerichteist ...

e Wenn das Gleichungssystem zu einem Programm keine Loswiztberhalten wir
keine Informationwo der Fehler stecken kdnnte-(

— Wir bendtigen ein syntax-gerichtetes Verfahtgn

...auch wenn es mdaglicherweise ineffizienter ist)
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Der Algorithmus)V:

fun We (T',0) = case ¢

of ¢ —  (t,0)
|1 — let val a = new()
in (list o, 0)
end
| x — ("(x),0)
| (e1,...,em) — letwval (t,0) =We (T,0)

val (t,,0) =We, (T,0)
in ((t,...,tn),0)
end

| (e1:e) — letwval (,0) =We (T,0)
val (tz, 9) =W () (F, 9)
val 0 =|unify (list t;,t,) 0
)

| (e1e2) — letwval (f,0) =We (T,0)
val (tz, 9) =W () (F, 9)
val a = new ()

val 0 =|unify (t1,t, — «) 6
in («,0)
end
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| (if epthen ¢; else e;) — let val (ty,0) = Weg (T, 0)
val 0 =|unify (bool,ty) 6
val (t,0) =We (T,0)
val (f,0) =We, (I,0)
val 0 =|unify (t1,t,) 0
in (t,0)
end

| (caseepof [| — e1; (x:y) — e2)
— let val (ty,0) = Weg (T, 0)

val a = new()
val 6 = |unify (list «, ty) 6
val (t1,0) =We; (T,0)
val (f,,0) =We, (T® {x — a,y — list a},0)
val 0 =|unify (t1,t,) 0

in (t,0)

end

fn (xq,...,x,) = ¢

— let val aq = new()

val a, = new()

val (£,0)=We (T @& {x;— o1,...,xXm+— ay},0)
in ((a,...,a,) — t,0)
end
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| (letrec x; = ey;...; X, = ey, in ¢))

—  let

in (to,@

val

val
val
val

val

val
val

val

end

| (let X1 =6e€q,..

a1 = new()

oy = new()

F:Fea{lecxl,---,me(Xm}

(

0 = unify (o, 1) 6

(

0 = unify (e, t,) 6

(
)

t1,9) = W€1 (F,G)

b 8) = W e (T,0)

t0,9) =W € (F,G)

S Xm = ey in €p)

— let val (t1,6) =W €1 (F,G)

Bemerkungen:

val T=T®{x; — t}

val (t,,0) =We, (T,0)
val T =T& {xy — ty}
val (to,@) =W €o (F,G)

in (to, 9)
end

e AmAnfangist T=0 und =0 :)
e Der Algorithmus unifiziert nach und nach die Typ-Gleichumge-)
e Der Algorithmus liefert bei jedem Aufruf einen Typt zusammen mit einer Substi-

tution 0@ zurlck.

e Derinferierte allgemeinste Typ ergibt sich al8(t).
e Die Hilfsfunktion new() liefert jeweils eine neue Typvariable-)
kann die Typinferentehlschlagen ...

e Beijedem Aufruf von unify()
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e BeiFehlschlag sollte die Stelle, wo der Fehler auftrat ddeteverden, die Typ-Inferenz
aber mitplausiblen Wertefortgesetzt werden :-}

Beispiel:
let apply = fnf = fnx = fx;
inc = fthy = y+1;
single = fny = y:[]
in apply single (apply inc 1)
end
Wir finden:
afapply] = (a = B) 2a— B
alinc] = int — int
afsingle] = y —listy

e Durch die Anwendung: apply single erhalten wir:

lo4 = vy
I3, = listy
afapply] = (y —listy) =y — listy

e Durch die Anwendung: apply inc erhalten wir:

lo% = int

J5; = int

alapply] = (int — int) — int — int

— Typ-Fehler???
Idee 1: Kopiere jede Definition fur jede Benutzung
... Im Beispiel:
let apply = fnf = fnx = fx;
inc = fthy = y+1;

single = fny = y:[]
in (fn f = fnx = fx)single
(fn f = fnx = fx)incl)
end
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+  Die beiden Teilausdriicke(fn f = fn x = f x) erhalten jeweils einerigenen
Typ mitunabhangigeiyp-Variablen :-)

+ Das expandierte Programm ist typbar))
— Das expandierte Programm kaseeehgrol3 werden :-(
—  Typ-Checking ist nicht mehnodular :-((

Idee 2:  Kopiere die Typen flr jede Benutzung

Wir erweitern Typen zU'yp-Schemata

t = o | bool | int | (t,...,ty) | listt |  — b
o 2=t | Vay, ..., ot

Achtung: Der Operator V erscheint nur auf dem Top-Levil
e Typ-Schemata werden flgt-definierte Variablen eingefihrt.

e Beideren Benutzung wird der Typ im Schema michenTyp-Variablen instantiiert.
Neue Regeln:

MNx)=Voay,..., a.t
N+ x: t[tl/ocl,...,tk/ock]

Inst:

(t1,...,tr beliebig

ro F e1 by Fl = ro D {xl — close t ro}

Let: rmfl - €m - tm rm =lm1D {xm — close tm rmfl}
Fm = ey : ftp
ro + (letxlzel;...;xm:emineo) A

Der Aufruf close tI" macht alle Typ-Variablenin t generisci{d.h. instantiierbar), die
nichtauchin I vorkommen..

fun closet ' = let
val ay,...,ap = free(t) \ free (T")
in Vag,..., .t
end

Eine Instantiierung mitrischenTyp-Variablen leistet die Funktion:
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fun insto = let
val Voau,..., .t =0

val 31 =new() ... wval By = new()
in t[B1/e1, ..., Br/o]
end

Der Algorithmus)y  (erweitert):

| x —  (inst (I'(x)), 0)
| (letx;=e1;...;X, =€, ineg)
— let val (t1,0) =Weq (T,0)
val oy =close (0t) (OT)
val T =T & {x; — o1}

val (t,,0) =We, (T,0)
val o, = close (8t,) (6T)
val T =T & {xy — on}
val (ty,0) = Wey (I',0)

in (to,g)
end
Beispiel:
let apply = fnf = fnx = fx;
inc = fny = y+1,
single = fny = y:[]
in apply single (apply inc 1)
end
Wir finden:
alapply] = Va,B.(a—B) > a— B
alinc] = int — int
afsingle] = Vy.y —listy
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Bemerkungen:

e Der erweiterte Algorithmus berechnet nach wie abgemeinstelypen :-)

e Instantiierung von Typ-Schemata bei jeder Benutzung elictiigpolymorphe Funktio-
nensowiemodulare Typ-Inferenz :-))

e Die Moglichkeit der Instantiierung erlaubt die Codieruran®EXPTIME-schwierigen
Problemen in die Typ-Inferen2?

...ein in derPraxiseher marginales Problem :-)

e Die Einfihrung von Typ-Schemata ist nur fircht-rekursiveDefinitionen mdglich:
die Ermittlung eines allgemeinsten Typ-Schemas fir rekei@efinitionen isnicht be-
rechenbat!!

Harry Mairson, Brandeis University

Seiteneffekte

e Fir ein elegantes Programmieren sind gelegentlich Vanmlleren Wert geandert wer-
den kann, ganmutzlich :-)
e Darum erweitern wir unsere kleine Programmiersprachéraferenzen

e n= ... | refe | le | e;:=e
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Beispiel:

let count = refO;
new = fn () = let
ret = lcount;
= count:=ret+1
in ret

in new() + new()

Als neuen Typ benétigen wir:

tu= ... reft ...
Neue Regeln:
Ref N kEe:t
' - (refe) : reft
Deref: ' e: reft
r+ (le) : t
Assign: F e : reft N F et

I+ (e1 1262)1 ()
Achtung:

Diese Regeln vertragen sich nicht mit Polymorplhie
Beispiel:

let y = ref[];
_ y = 1:(ly);
_ =y = true:(ly)

Fur y erhalten wir den Typ: V «. ref (list «)
— Die Typ-Inferenz liefert keinen Fehler

—_— Zur Laufzeit entsteht eine Liste mit int und bool
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Ausweg: Die Value-Restriction

e Generalisiere nur solche Typen, diéertereprasentieren, d.h. keineerweiseauf Spei-
cherstellen enthalten:-)

e Die Menge deivalue-Typen lasst sich einfach beschreiben:

v = « | bool | int | listv | (vy,...,04) | t =t

... Im Beispiel:

Der Typ: ref (list ) istkeinValue-Typ.
Darum darf er nicht generalisiert werdear—- Problem gelost :-)

Matthias Felleisen, Northeastern University

e Polymorphieast ein sehr nutzliches Hilfsmittel bei der Programmierung)
e In Form vonTemplateddlt es inJava 1.ZEinzug.

e In der Programmiersprachéaskellhat man Polymorphie in RichturgedingterPoly-
morphie weiter entwickelt.
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Beispiel:
fun member x list = case list
of [] — false
| h:t — if x =Fh then true

else member x ¢
Bemerkung:

e Polymorphiest ein sehr nitzliches Hilfsmittel bei der Programmierung)
e In Form vonTemplatedalt es inJava 1.ZFEinzug.

e In der Programmiersprachéaskellhat man Polymorphie in RichtungedingterPoly-
morphie weiter entwickelt.

Beispiel:
fun member x list = case list
of [] — false
| h:t — if x="h then true

else member x ¢t

member hatden Typ: « — list & — bool firjedes «' mitGleichheit!!
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Uberladung

e Eine Funktion, eine Datenstruktur ist nicht generell pabyph, sondern verlangt Daten,
die eine bestimmte Funktion unterstitzen.

e Die Funktionsort ist z.B. nur auf Listen anwendbar, deren Elemente eine Gipara
zulassen.

Idee: Phil Wadler

e Erlaube Bedingungen an Typparameter.
e Eine Bedingung gibt an, welche Operationen dieser Typ impl#ieren muss.
e EineTypklasseC versammelt alle Typen, die eine Operation unterstitzen.

e Einelnstanzdeklaratiofir einen Typt und eine Klass€ stellt (mdglicherweise unter
Angabe weiterer Bedingungen) eine Implementierung desadgrs der Klasse bereit.

Phil Wadler, Univeritat Edinburgh

Beispiele fur Typklassen

e Gleichheitstypen; Operation: = : a— a— bool
e Vergleichstypen; Operation: < : o— a— bool
e Druckbare Typen; Operation: to_string : o — string
e Hashbare Typen; Operation: hash : o« — int

Neue Typschemata:

o= 1| VaeCAN...NCk.0
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Klassendeklaration:

class C whereop:VacC. 1

Dabei enthaltr nur die Typvariablex.
Instanzdeklaration:

instay €Cq,... €Cr=71€C
where op = ¢

sofernop die Operation der Klassg ist.
Beispiel

class Eq where
(=): VaeC.a— a— bool

inst 3 € Eq = list 3 € Eq
where (=) = letrec f = fnl; = fnl, = case | of
[| — casel, of [| — true | _ — false
| x:xs — casel, of [| — false
| y:ys — if (=) xy then f xsys else false
in f

Bemerkungen

e l.a. ist es praktischer, mehrere Operationen zu einer Elassammenzufassen — z.B.
um eine Klass@&lumber zu definieren, mit den Ublichen vier Grundrechenarten.

In dieser Hinsicht verhalt sich eine Klasse ganz ahnlicheindnterface ;-)

e Eine Klassendeklaration kann auch direkt diverse abgtée@®perationen implementie-
ren, wie z.B. eine Gleichheit, falls es nur eingibt.

Insofern kdnnte man damit generisch eine Klasse zu einerrklasse einer andern ma-
chen :-)

e Praktisch wird man zusatzlich zu den vom System bereit est@ypen auch System-
klassen bereitstellen, in die die eingebauten Typen endgeb sind.

Wie inferiert man Klassen?
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Idee 1:

1. Ignoriere die Klassenbedingungen;
Inferiere flr jeden Ausdruck den polymorphen Typ;

2. Uberpriife fiir jedes Vorkommen von iiberladenen Openatai@ss die entsprechenden
Typen den Operator auch implementieren!

3. Wie Ubersetzt man getypte Programme?

ldee 2:

e Modifiziere polymorphe Typinferenz so, dass sie bei der lfining eines Typschemas
jeweils die notwendigen Bedingungen mit vermerkt;

e Verwalte dazu nebeh eine Sortenumgeburtfy die fur jede Typvariable die Menge der fur
sie bendtigten Klassen sammelt;

e neben dem Typ fur jeden Teilausdruck eine Ubersetzungtiefe

AusT, Ske: Va e C.owird:
fnax=¢

¢ Insbesondere bendtigen wir eine modifizierte Unifikation

Modifizierte Unifikation

Um den Algorithmus/V zu modifizieren, bendtigen wir eine Unifikationsfunktione dlie
Klasseninformation mit verwaltet:

fun class — unify (11, 72) S = case unify (1, 1) 0
of Fail — Fall
| 8 — (6,69

Dabei liefert 0SS die Klassenannahmen, die sich aus den Klassenannahnsefuirdie
Typvariablen im Bild vorg ergeben, wenn man die Instanz-Deklarationen berlckgichti
Beispiel

Instanz-Deklarationen:

list : a€kEq=lista € Eq
set : a € Comp = setax € Eq

Dann haben wir fir:

S = {a+s Eq} 0 = {a > list (set B)}
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die neue Menge:
S ={p+— Comp}

Insbesor]dere ist die substituierte Variable aus verschwunden.
Modifizierter Abschluss

Der Aufruf close (t,e) 'S machtalle Typ-Variablenin ¢ beschrénkt generisgeman
S, die nichtauchin I' vorkommen..

fun close (t,e) 'S = let
val ay,...,a = free () \ free ()
val o =Va € S(q),..., 00 € S(og). t
val S =S\{a,..., a}
in (0,fnog = ...fna=e¢,S)
end

Modifizierte Instantiierung

Die Instantiierung mifrischenTyp-Variablen leistet die Funktion:

fun inst (o,x) = let
val Vo €Syq,..., . € Sp.t =0
val 31 =new() ... val f; = new()

val t =t[B1/o, ..., Br/ o]
in (t,xfB1...8{B1+— S1,...,Br— Sk})
end

Bemerkung

e Bei der Transformation sollten nur diejenigen Typparamete Funktionsparametern
werden, die durch Typklassen beschrankt sing

e Die Transformation flgt nicht-generische TypvariabledimAusgabeausdriicke ein-
)

e Wahrend der Unifikation werden diese Variablen gebundetsgechend werden sie
nicht nur in den Typen, sondern auch in den Ausdricken sulesti

e EinAufruf op T fireinen Operator op derKlasse C kann dann zur Laufzeit
aufgeldst werden, indem die Implementierung des Operatader Instanzdeklaration
von T nachgeschlagen wird.
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Der Algorithmus)V  (erweitert):

| x — let(t,e,S") =inst (T'(x), x)
in (,e,SUS,0)
end
| (letx; =e1;...;X, =€y, iney)
— let val (t1,e1,5,0) =We (T,S,0)
val (o0y,e1,S5) =close (61t1,0e) (6T) S
val T =T & {x; — o1}

val (t,,e,, S,0)=We, (I,S,0)
val (o, ey, S) = close (0t,,0e,) (06T)S
val T =T @ {xy — 0oy}
val (fy,e0,S,0)=Wey (T,S,0)
val e=letx; =ey;...;x, =€, In g
in (t,e,S,0)
end

Bemerkungen

e Die Typinferenz/Transformation startet mitS, = () und
Iy = {op +— 0y, | op Operatok
e Beijeder Instanz-Deklaration
Br1€Ci, ..., P €C=c(P1,...,Bx) €C
muss Uberprift werden, ob fir die Definition des Operators : Va € C.7t qgilt:
We (l,0,0) = (7,S,) mit v =1[c(B1,..., Br) /]

wobei:
SCH{B1—Cy,..., B — Ci}

Bemerkungen (Forts.)

e Am Ende wird die Substitution & auf alle (freien Vorkommen von) Typvariablen im
transformierten Ausdruck angewendet.
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e Durch Pattern Matching auf den Typausdriicken wird die igghimplementierung der
Operatoren ausgewahlt.

op=fn 3 = case 3 of

c(B1,--+,Br) — op. B1 - Br

...iIm Beispiel:

class Eq where
(=) =fn 3 = case 3 of
lista — (=)t @
inst 3 € Eq = list 3 € Eq
where (=) = fnf3 = letrec f = fnl; = fnl, = case ]; of
[| — case I, of [| — true | _ — false
| x:xs — casel, of [| — false
| y:ys — if (=) Bxy then fxsys else false
in f

Schlussbemerkung

e Haskell bietet neben Typ-Klassen auch ndgh-KonstruktorKlassen.
e Diese sind entscheidend zur generischen Behandlun@yieomden

e Mit Monaden lassen sich rein funktional theoretisch saltiar und Ausgabe sowie
Seiteneffekte modellieren.

e Derformale Aufwand ist jedocanorm. ..
e ...und disqualifiziert Haskell damit als Programmierspradhednfanger:-(
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3.4 Attributierte Grammatiken

e Viele Berechnugen der semantischen Analyse wie wahren€dée-Generierung ar-
beiten auf dem Syntaxbaum.

e An jedem Knoten greifen sie auf bereits berechnete Infdomah zu und berechnen
daraus neue Informationen-)

e Waslokal zu tun ist, hangt nur von d&ortedes Knotens ah!

e Damitdie zu lesenden Werte an jedem Knoten bei jedem Legeitdeorliegen, missen
die Knoten des Syntaxbaums in einer bestimniReihenfolgedurchlaufen werden ...

Beispiel: Berechnung des Pradikatsempty|r]

Beispiel: Berechnung des Pradikatsempty|r]

Beispiel: Berechnung des Pradikatsempty|r]
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Beispiel: Berechnung des Pradikatsempty|r]

Beispiel: Berechnung des Pradikatsempty|r]
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Idee zur Implementierung:

e Firjeden Knoten fihren wir ein Attribut empty ein.
e Die Attribute werden in einer DFSost-ordefraversierung berechnet:

— An einem Blatt I&sst sich der Wert des Attributs unmittekamitteln ;-)

—  Das Attribut an einem inneren Knoten hangt darum nur von diénb@ten der
Nachfolger ab :-)

e Wie das Attributlokal zu berechnen ist, ergibt sich aus déyp des Knotens..

Fur Blatter » = ist empty[r] = (x =¢€).

Andernfalls:
empty[r1 [ r2] = empty[ri] V empty|r,]
empty[ry - 1] = empty[r1] A empty[r]
empty|[r;] =t
empty|[r;?] =t

Diskussion:

e  Wir bendtigen einen einfachen und flexiblen Mechanismusdern wir Gber die Attri-
bute an einem Knoten und seinen Nachfolgern reden kdnnen.

e Der Einfachkeit geben wir ihnen einen fortlaufenden Index:

empty 0] : das Attribut des aktuellen Knotens
empty|i] : das Attribut des-ten Sohns (> 0)
... Im Beispiel:
: empty[0] (x=¢)
m : empty[0] := empty[l] V empty[2]
] empty[0] := empty[1] A empty[2]
: empty[0] =
: empty|[0] t
Diskussion:

e Die lokalen Berechnungen der Attributwerte missen zu eighalenAlgorithmus
zusammen gesetzt werdery)

e Dazu bendétigen wir:
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(1) eine Besuchsreihenfolge der Knoten des Baums;
(2) lokale Berechnungsreihenfolgen

e Die Auswertungsstrategie sollte aber mit detribut-Abhangigkeiterkompatibel sein

-)

... Im Beispiel:

Achtung:

e Zur Ermittlung einer Auswertungsstrategie reicht es nisith dielokalen Attribut-
Abhéngigkeiten anzusehen.

e Es kommt auch darauf an, wie sie siglobal zu einem Abhéangigkeitsgraphen zusam-
men setzel!

e Im Beispiel sind die Abhangigkeiten stets von den Attrilouder Sohne zu den Attribu-
ten des Vaters gerichtet.

— Postorder-DFS-Traversierung
e Die Variablen-Abhangigkeiten konnen aber akcmpliziertersein...

Beispiel:  Simultane Berechnung von empty, first, next :

: empty[0] = (x=¢)
first[O] = {x | x ?é E}
// (keine Gleichung fur next!! )

: empty[0] = empty[1]

first[O] = first[1]
next[0] := 0
next[1]  := next[0]

el (2] @
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m : empty[0]

empty[1] V empty|[2]

first[O] = first[1] U first[2]
next[1l]  := next[0]
next[2] := next[0]
(] O [k O [
] empty[0] := empty[1] A empty[2]
first[0] = first[1] U (empty[1]) ? first[2] : 0
next[1l]  := first[2] U (empty[2]) ? next[0]
next[2] := next[0]

: empty[0] = ¢

first[0] = first[1]

next[1l]  := first[1] U next|[0]
: empty[0] = ¢t

first[0] = first[1]

next[1] := next[0]
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Problem:

Eine Auswertungsstrategie kann es nur dann geben, wenradebién-Abhangigkeiten
in jedem attributierten Baumzyklischsind!!!

Es istDEXPTIME-vollstandig, herauszufinden, ob keine zyklischen Vagabbhéangig-
keiten vorkommen konnen:-(

ldeen:

(1) DieBenutzerirsoll die Strategie spezifizieren ;-)
(2) Bestimme die Strategie dynamisch}

(3) Betrachteleilklassen..

Stark azyklische Attributierung:

Berechne eingartielle Ordnuncauf den Attributen eines Knotens, diempatibelmit den
lokalen Attribut-Abh&ngigkeiten ist:

Wir starten mit der trivialen OrdungC = = :-)

Die aktuelle Ordnung setzen wir an den Sohn-Knoten in dialevk Abhangigkeitsgra-
phen ein.

Ergibt sich ein Kreis, geben wir auf:-))

Andernfalls fiigen wir alle Beziehungem C b hinzu, fir die es jetzt einen Pfad von
a[0] nachb[0] gibt.

Lasstsich T nicht mehr vergréf3ern, horen wir auf

... Im Beispiel:

/

f

Diskussion:

Die Berechnung der partiellen Ordnund- ist eine Fixpunkt-Berechnung:-)
Die partielle Ordnung kdnnen wir in eini@eare Ordnunginbetten..
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e Dielineare Ordnung gibt uns an, in welcher Reihenfolge dieildute berechnet werden
missen :-)

e Die lokalen Abh&ngigkeitsgraphen zusammen mit der lime@ednung erlauben die
Berechnung einer Strategie

Mdogliche Strategien:

(1) Bedarfsgetriebene Auswertung:

e Beginne mit der Berechnung eines Attributs.

e Sinddie Argument-Attribute noch nicht berechnet, bereat@kursiv deren Wer-
te )

e Besuche die Knoten des Baumach Bedarf.

Beispiel, bedarfsgetrieben:
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Diskussion:

e Die Reihenfolge hangti.a. vom zu attributierenden Baum ab.

e Der Algorithmus muss sich merken, welche Attribute er lisreerechnete :-(
e Der Algorithmus besucht manche Knoten unndtig oft.

e Der Algorithmus isticht-lokal :-((

Mdogliche Strategien (Forts.):

(2) Auswertung in Passen:

e Minimieredie Anzahl deBesuchean jedem Knoten.
e Organisiere die Auswertung Durchlaufedurch den Baum.

e Berechne fiur jeden Pass eiBesuchsstrategitiir die Knoten zusammen mit
einerlokalen Strategidir jeden Knoten-Typ..
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Achtung:

e Das minimale Attribut in der Anordnung flr stark azyklisohigributierungen lasst sich
stets ineinem Pasberechnen :-)

e Man braucht folglich flr stark azyklische Attributierungmaximal so viele Passe, wie
es Attribute gibt :-))

e Hat man einen Baum-Durchlauf zur Berechnung einiger Aitebkann man tberprtfen,
ob er geeignet ist, gleichzeitig weitere Attribute ausziare —— Optimierungs-
problem

... Im Beispiel:

empty und first lassen sich gemeinsam berechnen.
next muss in einem weiteren Pass berechnet werdefn
Weiteres Beispiel: Nummerierung der Blatter eines Baums:

ldee:
e FihreHilfsattribute pre und post ein!

e Mit pre reichen wir einen Zahlerstand nach unten
e Mit post reichen wir einen Zahlerstand wieder nach oben
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Root: pre[0] 0
pre[l] := pre[0]
post[0] := post[1]
Node: pre[l] := pre[0]
pre[2] := post[1]
post[0] := post[2]
Leaf: post[0] := pre[0] +1
.. die lokalen Attribut-Abhangigkeiten:
pre I:I

pre

e Die Attributierung ist offenbar stark azyklisch:-)
e Man kann alle Attribute ireinem Links-Rechts-Durchlaauswerten :-))
e SO etwas nennen wir-Attributierung

e L-Attributierung liegt auch unsere@uery-Toolszur Suche in XML-Dokumenten zu-
grunde —— fxgrep

Praktische Erweiterungen:

e Symboltabellen, Typ-Uberpriifung / Inferenz und (einfgcBedegenerierung konnen
durch Attributierung berechnet werden-)

e Indiesen Anwendungen werden stéigitaxbaumannotiert.
e Die Knoten-Beschriftungen entsprechen den Regeln eimgekdreien Grammatik :-)

e Knotenbeschriftungen kdnnen f#orteneingeteilt werden — entsprechend dsictht-
terminalenauf der linken Seite..

e Unterschiedliche Nichtterminale benotigen evtterschiedliche Mengen von Attribu-
ten

e Eineattributierte Grammatikst eineCFG erweitert um:

— Attribute fUr jedes Nichtterminal;
— lokale Attribut-Gleichungen.
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e Damit kdnnen die syntaktische, Teile der semantischenyseakie der Codeerzeugung
generiertwerden :-)
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4 Die Optimierungsphase

1. Vermeidung uberflissiger Berechnungen

—  verfugbare Ausdricke
—  Konstantenpropagation/Array-Bound-Checks
—  Code Motion

2. Ersetzen teurer Berechnungen durch billige

—  Peep Hole Optimierung
— Inlining
—  Reduction of Strength

3. Anpassung an Hardware

Instruktions-Selektion
Registerverteilung
Scheduling
Speicherverwaltung

Ll

Beobachtung 1: Intuitive Programme sindft ineffizient.

Beispiel:
void swap (int i, int j) {
int t;
if (ali] > afi]) {
t = af];
afi] = afi];
afil =t
}
}
Ineffizienzen:

e Adresserai] ,a[] werden jedreimal berechnet:-(
e \Wertea[i] ,a[j] werden zweimal geladen :-(
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Verbesserung:

e Gehe mit Pointer durch das Feld
e speichere die Werte vaaji] ,a[j] zwischen!

void swap (int *p, int *q) {

int t, ai, aj;
ai = *p; a = *q;
if (ai > aj) {
t = aj
*q = ai;
o=t II't kann auch noch
} Il eingespart werden!
}

Beobachtung 2:
Hohere Programmiersprachen (so@ar) abstrahieren von Hardware und Effizienz.
Aufgabe des Compilers ist es, deaturlicherzeugten Code an die Hardware anzupassen.
Beispiele:

Fullen von Delay-Slots;

Einsatz von Spezialinstruktionen;

Umorganisation der Speicherzugriffe fir besseres Caehbalten;

Beseitigung (unndtiger) Tests auf Overflow/Range.

Beobachtung 3:
ProgrammVerbesserungesind nicht immer korrekt :-(

Beispiel:

y =0 + f(); — y=2*f()

Idee: Spare zweite Auswertung véf)  ???

Problem: Die zweite Auswertung kénnte ein anderes Ergebnis liefern
als die erste (z.B. weni) aus der Eingabe liest:-)
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Folgerungen:

—>  Optimierungen habevioraussetzungen
- Die Voraussetzungemuss man:

e formalisieren,

e Uberprufen :-)

— Man muss beweisen, dass die Optimierungektist, d.h. dieSemantikerhalt!!!
Beobachtung 4:

Optimierungs-Techniken héangen von ékepgrammiersprachab:

—  welche Ineffizienzen auftreten;
—  wie gut sich Programme analysieren lassen;
—  wie schwierig / unmdglich es ist, Korrektheit zu beweisen ..

Beispiel: Java
Unvermeidbare Ineffizienzen:

x  Array-Bound Checks;

x  dynamische Methoden-Auswabhl;

*  bombastische Objekt-Organisation ...
Analysierbarkeit:

+  keine Pointer-Arithmetik;

+  keine Pointer in den Stack;

— dynamisches Klassenladen;

— Reflection, Exceptions, Threads, ...
Korrektheitsbeweise:

+  mehr oder weniger definierte Semantik;
—  Features, Features, Features;

—  Bibliotheken mit wechselndem Verhalten ...
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Beispiel:

Optimierung 1:

Optimierung 2:

Zwischendarstellung vonswap()

0: A = Ap+1xi; //
1: R1 = M[Al]; //
2: Ay = Apg+1xj;
3: Ry = M[Ay); //
4: if (R1 > Ry) {
5: Az Ag+1xj;
6: t = M[As];
7 Ay Ag+1x*7j;
8: As Ag+1xi;
9: R; = M[As];
10 : M[As) = Rs;
11: Ag = Ap+1xi
12: M[As] = &
}
1+R —— R

A() == &u
R] == a[z]
Ry == alj]

Wiederbenutzung von Teilausdricken

Al —_ = A5 —_ = A6
AZ —_ = A3 —_ = A4

Damit erhalten wir:

M[A4] M[As5]
M[A;] == M[A3]
Rl —_—= R3

Al A0+l,

Ry = MJ[A];

A2 = A0+],

R2 = M[A2],
t = Ry;
M[Az] = Ry;
M[Al] t,‘
}
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Optimierung 3:  Verkiirzung von Zuweisungsketten-)

Ersparnis:
vorher | nachher
+ 6 2
* 6 0
load 4 2
store 2 2
> 1 1
= 6 2
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5 Perspektiven

Herausforderungen:

e neueHardware;
e neueProgrammiersprachen;
e neueAnwendungen fur Compiler-Technologie-)

5.1 Hardware

Die Code-Erzeugung soll die Mdglichkeiten der Hardwapémalausnutzen..

Herausforderungen:
Neue Hardware:

—  Speicher-Hierarchie mit unterschiedlich schnellen Cadtieverschiedene Zwecke;

—  On-Board Nebenlaufigkeit mit Pipelines, mehreren ALUsksjaiver Paralle-
litat, ...

— Interaktion mit machtigen Zusatzkomponenten wie Gragakten ...

Eingeschréankte Hardware:

z.B. auf Chip-Karten, in Kiihlschranken, Bremsanlageny&tengen ...
—— ubiquitous Computing

minimaler Energie-Verbrauch:-)
minimaler Platz :-)
EchtzeitAnforderungen;
Korrektheit;

Fehler-Toleranz.

Ll bl
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5.2 Programmiersprachen

Spezielle Features:

e mobiler Code;

e Nebenlaufigkeit;

e graphische Benutzeroberflachen;

e Sicherheits-Komponenten;

e neue/ bessere Typsysteme;

e Unterstltzung fur Unicode und XML.

Neue Programmiersprachen:

e XSLT;

e  XQuery,

e Web-Services;

e anwendungs-spezifische Sprachen

5.3 Programmierumgebungen

DiverseProgrammierhilfsmittebenutzen Compiler-Technologie

e syntax-gesteuerte Editoren;

e Programme-Visualisierung;

e automatische Programm-Dokumentation;

e partielleCodeerzeugung alsViL -Modellen;

e UML-Modell-Extraktion ——- reverse engineering
e Konsistenz-Uberpriifungen, Fehlersuche;

e Portierung.
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5.4 Neue Anforderungen

e Zuverlassigkeit
e Sicherheit

...im Rest der Vorlesung behandeln wir ausgewéhlte Thememgiliger Code-Erzeugung fir
realeMaschinen relevant sind. Auch hier spielt die Idee @enerierungeinzelner Kompo-
nenten eine wichtige Rolle:
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6 Instruktions-Selektion

Problem:

e unregelmaRigénstruktionssatze ...

e mehrere Adressierungsarten, die evt. mit arithmetisch@r&ionen
kombiniert werden kénnen;

e Register fur unterschiedliche Verwendungen ...

Beispiel: Motorola MC68000

Dieser einfachste Prozessor der 680x0-Reihe besitzt
e 8 Daten- und 8 Adressregister;
e eine Vielzahl von Adressierungsarten ...

Notation Beschreibung Semantik
D, Datenregister direkt D,

A, Adressregister direkt A,
(An) Adressregister indirekt MI[A,]
d(Ay) Adressregister indirekt mit MI[A, + 4|

Displacement

d(A,,D,) | Adressregister indirekt mit  M[A, + D,, + d]
Index und Displacement

Absolut kurz M|x]
Absolut lang M|x]
#x Unmittelbar x

e Der MC68000 ist ein@-Adress-Maschine
d.h. ein Befehl darf maximal 2 Adressierungen enthaltep.|Dstruktion:

add D1 DZ

addiert die Inhalte von D; und D, und speichert das Ergebnis nach uni,

-)
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e Die meisten Befehle lassen sich &yftes Worter (2 Bytes)
oderDoppelwoérter(4 Bytes) anwenden.

Das unterscheiden wir durch Anhangen vorB, W, .D (Default: .W)

e Die Ausfuhrungszeieines Befehls ergibt sich (i.a.) aus den Kosten der Operatio
plus den Kosten flir die Adressierung der Operanden

Adressierungsart Byte / Wort | Doppelwort
D, Datenregister direkt 0 0
A, Adressregister direkt 0 0
(An) Adressregister indirekt + 8
d(Ay) Adressregister indirekt mit 8 12
Displacement
d(A,,D,) | Adressregister indirekt mit 10 14
Index und Displacement
Absolut kurz 8 12
Absolut lang 12 16
#x Unmittelbar 4 8
Beispiel:
Die Instruktion: move.B 8(Aj, D1.W), Ds
bendtigt: 4+10+0=14 Zyklen

Alternativ kdbnnten wir erzeugen:

adda #8, Ay Kosten: 8 +8+0 =16
adda D{.W, A; Kosten: 8 +0+0 =28
move.B  (A;),Ds Kosten: 4+4+0=8

mit Gesamtkosten 32 oder:

adda D{.W, A, Kosten: 84+ 0+ 0 =28
move.B  8(A;), Ds Kosten: 4 -8 +0 =12

mit Gesamtkosten 20 :-)
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Achtung:

e Die verschieden Code-Sequenzen sind im Hinblick auf deicBee
und das Ergebnis aquivalent

e Sie unterscheiden sich im Hinblick auf den Wert des Registet;
sowie die gesetzten Bedingungs-Codes

e Ein schlauer Instruktions-Selektor muss solche Randigedigen beriicksichtigen:-)

Etwas grol3eres Beispiel:

int b, i, a[100];
b=2+ali;

Nehmen wir an, die Variablen werden relativ zu eineramepointer A5 mit den Adressen
—4,—6,—206 adressiert. Dann entspricht der Zuweisung das Stlick Zers€ode:

M[As —4] =2+ M[A5; — 206 +2- M[As — 6]];

Das entspricht dem Syntaxbaum:
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Eine mogliche Code-Sequenz:

move —6(As), D

add D¢, D;

move —206(As, D), D,
addg #2, D,

move D,, —4(As)

Gesamtkosten :
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Kosten:
Kosten:
Kosten:
Kosten:
Kosten:

12

14

12
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Eine alternative Code-Sequenz:

move.L As, A4 Kosten: 4

adda.L #-6, A Kosten: 12

move  (Ay), Dy Kosten: 8

mulu #2, Dy Kosten: 44

move.L As, A, Kosten: 4

adda.L #-206, A, Kosten: 12

adda.L D4, A, Kosten: 8

move  (A;), D, Kosten: 8

addq #2, D, Kosten: 4

move.L As, Az Kosten: 4

adda.L #—4, A; Kosten: 12

move D, (Aj3) Kosten: 8

Gesamtkosten : 124
Diskussion:
—  Die Folgeohne komplexe Adressierungsaristerheblich teurer :-(
—  Sie benotigt auch mehr Hilfsregister-(
—  Die beiden Folgen sind nur &quivalent im Hinblick auf deniSper

— die Register haben anschliel3end verschiedene Inhalte

—  Eine korrekte Folge von Instruktionen kann als eiflasterung
des Syntaxbaums aufgefasst werdién

Genereller Ansatz:

e  Wir betrachten Basis-Blockeor der Registerverteilung

A=a+ 1
D; = M[A];
D>, =D+ 2;
B=b+4;
M|[B] = D,

e Wirfassen diese alsolge von Baumeauf. Wurzeln:

e \Werte, die mehrmals verwendet werden;
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e Variablen, die am Ende des Blocks lebendig sind;
e Stores.

... Im Beispiel:

.
7

Die Hilfsvariablen A, B, D, D, sind vorerst verschwunden:-)

ldee:
Beschreibe den Effekt einer Instruktion &ssetzungsregauf Baumen:

Die Instruktion: R=M[A+2+Dj;
entspricht zum Beispiel:

233



linke Seite Ergebnisregister(klasse)

rechte Seite berechneter Wert flr Ergebnisregister

innere Knoten|| ¢ Load M
e Arithmetik

Blatter e Argumentregister(klassen)
e Konstanten(klasse)

Die Grundidee erweitern wir (evt.) um eine Store-Operation

Fur die Instruktion: M[A+2+D]=R;

erlauben wir uns:
/@
)

Die linke Seite S kommt nicht in rechten Seiten vor:-)

Spezifikation des Instruktionssatzes:

(1) verfugbare Registerklassen // Nichtterminale
(2) Operatoren und Konstantenklassen //  Terminale
(3) Instruktionen // Regeln

— regulare Baumgrammatik

Triviales Beispiel:

Loads : Comps : Moves :

D — M[A] D—c D— A
D— M[A+A]|D—-D+D|A—D
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e Regqisterklassen D (Data) und A (Address).

e  Arithmetik wird nur fir Daten unterstutzt

e Laden nur fur Adressen:-)

e Zwischen Daten- und Adressregistern gibt es Moves.

Target: MI[A + ]
Aufgabe:

Finde Folge von Regelanwendungen, die das Target aus eirartiédminal erzeugt.

Die umgekehrtd-olge der Regelanwendungen liefert eine geeignete Irtgingolge :-)
Verschiedene Ableitungen liefern verschiedene Folgen

Problem:

—  Wie durchsuchen wir systematisch die Menge aller Ableieuniy)
—  Wie finden wir diebeste??

Beobachtung:

¢ Nichtterminale stehen stets an delattern

e Statt eine Ableitung fir das Target topdown zu raten, sammvel samtliche Moglich-
keiten bottom-up auf

— Tree parsing
e Dazu lesen wir die Regelon rechts nach links.
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Fur jeden Teilbaum t des Targets sammeln wir die Menge
Q(t) € {S}URegU Term

Reg die Menge der Registerklassen,
Term die Menge der Teilbdume rechter Seiten — auf mit:

Q(t) ={sls ="t}

Diese ergeben sich zu:

Q(R) = Move {R}
Q(c) = Move {c}
Q(a(ti,...,tx)) = Move{s=a(s1,...,sx) € Term |s; € Q(t;)}

// normalerweise k <2 :-)

Die Hilfsfunktion Move bildet den Abschluss unter Regelanwendungen:

Move (L) O L
Move(L) O {R€Reg|dseL: R — s}

Die kleinste Losung dieses Constraint-Systems lasst sislder Grammatik
in linearerZeit berechnen :-)

// Im Beispiel haben wirin Q(t) auf s verzichtet,
// falls s keinechterTeilterm einer rechten Seite ist-)

Auswahlkriterien:

e Lange des Codes;
e Laufzeit der Ausfihrung;
e Parallelisierbarkeit;
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Achtung:
Die Laufzeit von Instruktionen kann vom Kontext abhangén
Vereinfachung:

Jede Instruktion » habe Kosten c[r].
Die Kosten einer Instruktionsfolge sindadditiv:

clri...re] = cln]+ ...+ clr]

Instruktion
D — M[A+ A]
D — M[A]
D— D+ D
D—c
D— A
A— D

Q1 = W N = O
—_ = = = N W o

Aufgabe:
Wabhle eine Instruktionsfolge mit minimalen Kosten
ldee:

Sammle Ableitungen bottom-up auf unter
x  Kostenkalkulation und
*  Auswahl.

... Im Beispiel:
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Kostenkalkulation:

cels] = cyls1] + ...+ cy sk falls s=a(sy,...,sx),t=a(ty,..., k)
[R] = [Hc[R,s]+cfs] | s € Q(t)} wobei

c[R,s] < c[r] fals r: R—s

c[R,s] < c[r]+¢c[R, ] fals r: R— R

Das Constraint-System fir c[R,s] kannin Zeit O(n-log n) geldstwerden
—falls n die Anzahl der PaareR,s ist :-)

Fur jedes R,s liefert die Fixpunkt-Berechnung eine Folge:
n[R,s] : R=R;=...= Ry =5
deren Kosten geradec[R,s| ist :-)

Mithilfe der 7[R, s] l&asst sich eine billigste Ableitung topdown rekonstruiere:-)
Im Beispiel:

D, = ¢
Ay = Dy;
D, = M[A1+ Ay;
mit Kosten 5. Die Alternative:
D, = ¢
D; = Ay
Dy, = D3+ Dy;
Ay = Dy
D; = M[Ay];

hatte Kosten 7 :-)

Diskussion:

e Die Code-Erzeugung muss schnell gehn)

e Anstelle fiir jeden Knoten neu zu tberprifen, wie die Regebammen passen,
kann die Berechnung auch in einendlichen Automatekompiliert werden :-))
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Ein deterministischer endlicher Baumautomat (DTA) besteht aus:

Q — endliche Menge von Zustanden
> — Operatoren und Konstanten
5, — Ubergangsfunktion fir a € £
FC Q == akzeptierende Zustande
Dabei ist:
o Q falls ¢ Konstante
5: Q=0 falls a k-stellig
Beispiel:

Q = {0/1/2} F = {0}
r = {ab,:}
6, = 0 o = 1

5. (s1,82) = (81 +52)%3

// akzeptiert alle Baume mit3 - k  b-Blattern

Der Zustand an einem Knotena ergibt sich aus den Zustédnden der Kinder mitteds
(-:
Q(c) =9
Qa(ty, ..., k) = 8,(Q(t1),...,Q())

o

Dievon A definierte Sprache (oder: Menge von Baumen) ist:

L(A) = {t]|Q(t) € F}
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... Inunserer Anwendung:

Q — Teilmengen von RegU Term U {S}
// lLa.werden nichsamticheTeilmengen bendtigt :-)
F — gewlnschter Effekt
SR — Move {R}
S — Move{c}
5,(Q1,...,Qx) = Move{s=ua(s1,...,s) € Term | s; € Q;}
... Im Beispiel:

o = {A,D} = qo

— 5,
op
64(q0,90) = {A,D,A+A} = q
= 5+(q0/_)
5+(_/q0)
Sm(q0) = {A,D} = qo
= om(q)

Um die Anzahl der Zustande zu reduzieren, haben wir dietéwitiigen rechten Seiten,
die keine echten Teilmuster sind, in den Zustanden wegsgahas-)

Integration der Kostenberechnung:
Problem:

Kosten kénnen (im Prinzip) beliebig grol3 werden(
Unser FTA besitzt aber na@ndlich vieleZustande :-((

Idee: Pelegri-Lopart 1988

Betrachte nichtibsoluteKosten — sondernelative!!!

240



Eduardo Pelegri-Llopart,
Sun Microsystems, Inc.

Beobachtung:

In gangigenProzessoren kann man Werte von jedem Register in jedeseasc@eben
—

Die Kosten zwischen Registern differieren nur um eine Kamigt :-)

Komplexe rechte Seiten lassen sich i.a. mitesmentareremstruktionen simulieren
—

Die Kosten zwischen Teilausdricken und Registern differienur um eine Konstante
-))

Die Kostenberechnung ist additv. ——

Wir kdnnen statt mit absoluten Kosten-Angaben auch mit &ofifferenzen rechnen
11

Von diesen gibt es nwendlich viele :-)

... Im Beispiel:

6 = {A—1,D— 0} = g

= &p

5A = {Al—>O,Dp—>1} — L71
5. (71,G0) = {A—2,D—1,A+A—0} = §
5:(70,q0) = {A—1,D—0,A+A—1} = f5
60i(qi,71) = {A—4,D—3,A+A—0} =

5M(q_2) - {Al—>1,DD—>O} - q_o
= 5m(d) , i=0,...,4

... das liefert die folgende Berechnung:
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Fur jede Konstanten-Klassec und jedes RegisterR in 4,

tabel

Analog tabellieren wir fiir jeden Operatora , jedes 7 < O undjedes R in

lieren wir die zu wahlende billigste Berechnung:

c: {A—5,3Dw—3}

M selecty,

go | {A—5,1,D— 1}
g1 ||{A—5,1,D— 1}
q> {Al—>5,0,D|—>O}
g3 | {A—5,1,D 1}
gs | {A—5,0,D— 0}

Fur “4” istdie Tabelle besonders einfach:

+ q;

7 || {A—5,3,D — 3}
Problem:

S

Fur reale Instruktionssatze bendtigt man leicht um die000 Zustande.
Die Tabellen fur mehrstellige Operatoren werden riesig

Wir bendtigen Verfahren dérabellen-Komprimierung.
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Tabellen-Kompression:

Die Tabelle fir *-” siehtim Beispiel so aus:

+ 1 do|q1 g2 |q3 | ga
Jo || 93 | 92 |93 | 93 | 93
|| 92|94 |92 | 92 | 92
2 || 93|92 |93 | 93 | 93
3|93 |92 |93 | 93 | 93
Ja || 93 | 92 | 93 | 93 | 93

Die meisten Zeilen / Spalten sind offenbar ganz ahnlic)
Idee 1: Aquivalenzklassen
Wir setzen g =, g4, genau dann wenn

Vp: o blgp) =26 p) A balpq) = S(p,q)
A select,(q, p) = select, (g, p) A select,(p,q) = select,(p,q)

Im Beispiel:
Q1 = {90,92,95, G4}
Q = {7}
mit:
+ || Q1] Q2
Q] 93 | 72
Q2 || 72 | qa
ldee 2: Zeilenverschiebung

Sind viele Eintragegleich (im Beispiel etwa default = 73), genugt es, die tbrigen Eintrage
zu speichern ;-)

243



Im Beispiel:

+ o |1 |F2|F3|]a
Jo q2
J1 |92 94|92 |92 | 92
72 72
J3 7
J4 7

Dann legen wir:
(1) gleiche Zeilen Gbereinander;
(2) verschiedene (Klassen von) Zeilen auf Liicke verschobereiitander:

Jo|q1(921|953 |94 011
class| 0|1 10|00 disp| 0|2
0 1 2 3 4 5 6
A NG| ds|F2|F2|92]| 2
valid| OO | 1|11 ]1]1

Fur jeden Eintrag im ein-dimensionalen Feld vermerken wir in valid ,
zu welcher Zeile der Eintrag gehort ...

Ein Feld-Zugriff 6.(4;,4;) wird dann so realisiert:

0.(4i,q;)) = let ¢ = class[g];
d = disp|c];
in if (valid[d+ j] = ¢)
then A[d + j]
else default

end
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Reinhard Wilhelm, Saarbriicken

Diskussion:

e Die Tabellen werden i.a. erheblich kleiner.

e Dafiir werden Tabellenzugriffe etwas teurer.

e Das Verfahren versagt in einigen (theoretischen) Fallen.
e Dann bleibt immer noch das/namische&/erfahren...

maoglicherweise miCachingder einmal berechneten Werte,
um unndétige Mehrfachberechnungen zu vermeidei
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{ Instruction Level Parallelitat
Moderne Prozessoren fihren nicht eine Instruktion nacladéeren aus.
Wir betrachten hier zwei Anséatze:

(1) VLIW (Very Large Instruction Words
(2) Pipelining

VLIW:

Eine Instruktion fuhrt simultan bis zuk (etwa 4-) elementare Instruktionen aus.
Pipelining:

Instruktionsausfihrungen kénnen zeitlich tberlappen.

Beispiel:

w= (R =Ry+ R3[| D =Di*D;| Ry = M[Ry4])
Achtung:

e Instruktionen belegen Hardware-Einrichtungen.

e Instruktionen greifen auf die gleichen Register za——- Hazards
e Ergebnisse einer Insgtruktion liegen erst nach einigerei

e Wahrend dieser Zeit wechselt i.a. die benutzte Hardware:

Writ

Y

Execute

Y

Fetch Decod

Y

e WahrendExecutebzw. Write werden evt. unterschiedliche interne Register/Bussa/Alu
benutzt.

Wir schliel3en:

Aufteilung der Instruktionsfolge in Worter und ihre Aufaimderfolge ist Restriktionen unter-
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worfen...

Im folgenden ignorieren wir die PhaséetchundDecode :-)
Beispiele fur Restriktionen:

(1) maximal ein Load/Store pro Wort;

(2) maximal ein Jump;
(3) maximal ein Write in das selbe Register.

Timing:
Gleitkomma-Operation 3
Laden/Speichern 2
Integer-Arithmetik 1

Timing-Diagramm:
Ri R, Rs D
5 1 0.3

| 1]

49

W N - O

17.4

R; wird tberschriebemachdendie Addition2 abgeholte :-)

Wird auf ein Register mehrfach zugegriffen (hierk3), wird eine Strategie zuKonfliktlo-
sungbengtigt...

Konflikte:

Read-Read:  Ein Register wird mehrfach ausgelesen.
—— i.a. unproblematisch :-)

Read-Write: Ein Register wird in einer Instruktion sowohl gelesen wisadeieben.
Losungsmaglichkeiten:

e ... verbieten!

e Lesen wird verzogersfally, bis Schreiben beendet ist!

e Lesen zeitlichvor dem Schreiben liefert den alten Wert!
Gleichzeitiged.esen wird verzdgert/verboten/bevorzugt.

Write-Write: Ein Register wird mehrfach beschrieben.
—— i.a. unproblematisch :-)

247



Losungsmaglichkeiten:

e ...verbieten!

In unseren Beispielen ...

e erlauben wir gleichzeitiges Lesen;

e verbieten wir gleichzeitiges Schreiben bzw. Schreibenliegkn;
e flgen wir keine Stalls ein.

Wir betrachten erst mal nur Basis-Blocke, d.h. Folgen vow&aungen ...
ldee: Datenabhangigkeitsgraph

Knoten | Instruktionen
Kanten | Abhangigkeiten

Beispiel:
(1) x=x+1;
(2) y=M[A];
(3) t=z
(4) z=M[A+x];
(5) t=y+z
Mogliche Abhangigkeiten:
Definition — Use // Reaching Definitions
Use — Definiton  // 2?7?27

Definition — Definition ~ // Reaching Definitions

Reaching Definitions: Ankommende Definitionen

Ermittle fur jedes u , welche Variablen-Definitionen ankommen—— mithilfe Unglei-
chungssystem berechenbar)

Vor Programm-Ausfiihrung ist die Menge der ankommenden Diefien dy = {e, | x €
Vars}.

248



... Im Beispiel:

R

{e,, °, 0., o}
{1, o, 0., o,}
{1,2,0.,0,}
{1,2,3,0.}
{1,2,3,4}
{1,2,4,5}

N Ol = W N -

Seien U;, D; die Mengen der an einer von u; ausgehenden Kante benutzten bzw.
definierten Variablen. Dann gilt:

(1/11,112) e DD falls u; € R[uz] A D1N D, 7’é 0
(ul,MQ) e DU falls u;, € R[MQ] A DN U, 75 0

... Im Beispiel:
Def | Use
1lx=x+1; {x} | {x}
2|y =Ml |{}|{4)
3|t=z {t} | {z}
4|z=MA+x|;|{z} | {A x}
S|t=y+z {t} [ {v,z}

Die UD-Kante (3,4) haben wir eingefugt, um zu verhindern, dass vor der Benut-
zung Uberschrieben wird:-)

Im néchsten Schritt versehen wir jede Instruktion (iiten benoétigten Resourcen, insheson-
derg ihrer Zeit.

Wir wollen eine mdglichst paralleleorrekteWortfolge bestimmen.

Dazu verwalten wir den aktuellen System-Zustand:

Y : Vars — N

X(x) = zuwartende Zeit, bis vorliegt
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Am Anfang:
X(x) =0

Wir mussen aldnvariantegarantieren, dass alle Operationen bei Betreten des Basisb
abgeschlossen sind:-)

Dann fullen wir sukzessive die Slots der Wort-Folge:

e  Wir beginnen bei den minimalen Knoten des Abhangigkeiisigea.

e Konnen wir nicht alle Slots eines Worts flllen, figen wijr ein  :-)

e Nach jeder eingefiigten Instruktion berechnen wi neu.

Achtung:

—  Die Ausfihrung zweie¥LIW s kann tUberlappeh!
—  Die Berechnung eineyptimalenFolge ist NP-hart..

Beispiel: Wortbreite k = 2
Wort Zustand
1 2 x|ylz|t
0[{0][0|0
x=x+1|y=M|[A] 0[1]0/0
t=z z=M[A+x]||0|0]|1]0
0[{010/0
t=y+z 0[0/0]0

In jedem Takt beginnt die Ausfiihrung eines neuen Worts.

Im Zustand brauchen wir uns nur merken, wieviele Takte agfEayebnis noch gewartet
werden muss :-)

Beachte:

e Wenn Instruktionen zukinftiger Wortwahl weitere Restdken auferlegen, vermerken
wir diese ebenfalls in .

e Trotzdem unterscheiden wir nandlich vieleSystem-Zustande:-)

e Die Berechnung des Effekts eing&IW auf X lasst sich in einerndlichen Auto-
matencompilieren!!!

e Dieser Automat konnte allerdings sehr grof3 seif(
e Die Qual der billigsten Auswahl erspart er uns nichi(
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e Basis-Blocke sind leider i.a. nicht sehr grof3
— die Moglichkeiten zur Parallelisierung sind beschrank{((

Erweiterung 1: Azyklischer Code

if (x>1) {

y = M[A];
z=x—1;

} else {
y=M[A+1];
z=x-—1;

}

y=y+1

Im Abhangigkeitsgraph missen wir zusatzlich die Kontaddhangigkeiten vermerken ...

(]

z=x—1;

ly=M[A+1];

Das Statementz = x — 1; wird mit immer den gleichen Argumenten in beiden Zweigen
ausgefuhrt und modifiziert keine der sonst benutzten Vimnab:-)

Wir hatten es ohnehimor das if schieben kénnen :-))
Als Code kénnen wir deshalb erzeugen:

z=x-1 if (!(x>0)) goto A
y = M[A]
goto B

A:ly=M[A+1]

B:ly=y+1
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Bei jedem Einsprung garantieren wir diezzariante :-(
Erlauben wir mehrere (bekannte) Zustande beim Betretess diail-Basisblocks, konnen wir
fur diesen Code erzeugen, der allen diesen Bedingungepriehits

... Im Beispiel:
z=x—1 if (I(x>0)) goto A
y = M[A] goto B
A:ly=M[A+1]
B:
y:y+1

Reicht uns diese Parallelitdt immer noch nicht, kbnntermersuchenspekulativArbeit vor-
ziehen...

Dazu erforderlich:

e eine ldee, welche Alternative haufiger gewéhlt wird;

e die falsche Ausfuhrung darf zu keiniéatastrophel.h. Laufzeitfehlern fuhren (z.B. we-
gen Division durch 0);

e die falsch Ausfiihrung muss riickgangig gemacht werden k(ewt. durch verzégertes
Commif) oder darf keinen beobachtbaren Effekt haben

... Im Beispiel:
z=x-1 y = M][A] |if (x>0) goto B
y = M[A+1]
B:
y=y+1

ImFall x <0 habenwir y = M[A] zuviel ausgefiihrt.
Dieser Wert wird aber im nachsten Schritt direkt Gbersdiame :-)

Allgemein:

x = e; hat keinen beobachtbaren Effekt in einem Zweig, falls in diesem Zweigot ist

-)
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Erweiterung 2:  Abwickeln von Schleifen

Wir wickeln wichtige, d.h. innere Schleifen mehrmals ab:

Neg Neg Pos

O

Pos

Nun ist auch klar, welche Seite bei Tests zu begulnstigen ist:
diejenige, die innerhalb des abgerollten Rumpfs der Sehideibt :-)

Achtung:

e Die verschiedenen Instanzen des Rumpfs werden relativ glichérweise unterschied-
lichen Anfangszustanden Ubersetzt)

e Der Code hinter der Schleife muss gegenuber dem Endzustded Sprungs aus der
Schleife korrekt sein!

Beispiel:

x=0;

( ) Neg (X OS(X <n)
for (x =0;x <mn;x++
M[A+ x| =z © ®

Verdoppelung des Rumpfs liefert:
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;
Oy

Pos(x < n)

for (x =0;x <mx++) {

M[A+x] = z;
x=x+1,;

if (1(x <mn)) break;
M[A+x] = z;

Besser ware es, wenn wir auf den Test in der Mitte verzichtemten. Das ist moglich, wenn
wir wissen, dass n stetsgeraddst :-)
Dann haben wir:

Neg(x < n) os(x < n)
for (x=0,x<mx=x+2) { © 0
M[A +x] = z; © M[A+x] =z
MA+x+1] =z ©
} MA+x+1] =z
©)
x=x+2;
®

Diskussion:

e Beseitigung der Zwischenabfrage zusammen mit VerschigbgZwischen-Inkrements
ans Ende zeigt, dass die verschiedenen Rumpf-Iteration@fahrheit unabhéangig sind

-)
e  Wir gewinnen trotzdem nicht viel, da wir nur maximal ein &t@ro Wort gestatten :-(

e Sind die rechten Seiten allerdings komplizierter, konm@nderen Auswertung mit je
einem Store pro Takt verschranken)

Erweiterung 3:

Maglicherweise bietet eine Schleife allein nicht genug Metkeiten zur Parallelisierung :-(
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... maglicherweise aber zwei aufeinander folgende

Beispiel:
for (x =0;x <mx++) { for (x =0;x <mx++) {
R = M[B + x|; R = M|B +x|;
S = M|C + xJ; S = M|C + xJ;
T =R+S; T, =R-S5;
M[A 4+ x] = Ty; M[C + x] = Ty;
} }

Um beide Schleifen zu einer zusammen zu fassen, muss:

e das Iterations-Schema Ubereinstimmen;
e die beiden Schleifen greifen auf unterschiedliche Daten zu

Im Falle von einzelnen Variablen lasst sich das leicht vieren.

Schwieriger ist das in Anwesenheit von Pointern oder Falder

Unter Ruckgriff auf das Source-Programm kann man Zugriffestatisch allokierte disjunkte
Felder erkennen.

Analyse von Zugriffen auf das gleiche Feld ist erheblichvgehiger ...

Nehmen wir fir das Beispiel an, die Bereiché A, A+n—1],[B,B+n—1],[C,C+n—1]
Uberlappen nicht.

Offenbar kbnnen wir dann die beiden Schleifen kombiniexen z

for (x=0;x <mx++) {

R = M[B + x]; R = M[B + x];

S = M|C + x]; S = M|C + xJ;

T, =R+S; T, =R-S;

M[A+x] = Ty; MIC + ] = Ty;
}

Die erste Schleife darf in Iterationx auf keine Daten zugreifen, die die zweite Schleife in
Iterationen < x modifiziert.

Die zweite Schleife darf in Iterationx auf keine Daten zugreifen, die die erste Schleife in
Iterationen > x Uberschreibt.

l.a. muss man dazu die Indexausdriicke analysieren.
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Sind diesdinear, fuhrt das auf Probleme d@steger linear programming

Xwrite 2 C

Xwrite < CHx—1
Xread = CHx
Xread = Xwrite

... hat offenbar keine Lésung:-)
Allgemeine Form:

x > 4
th > Xx
y = s

X =Y

fur lineare Ausdriicke s,t;,t, Uber den Iterations-Variablen.
Das lasst sich vereinfachen zu:

OSS—tl OStZ—S

Was macht man dam#??
Einfacher Fall:

Die beiden Ungleichungen haben Ubel) eine leere Lésungsmenge.
Dann ist die Lé6sungsmenge auch tbet leer :-)

In unserem Beispiel:

C+x-C = x

<
< C+x—1—-(C+x) = -1

Die zweite Ungleichung hat tberhaupt keine Losung
Gleiche Vorzeichen:

Kommt eine Variable x in allen Ungleichungen migleichem Vorzeichewor, gibt es im-
mer eine Losung :-(

Beispiel:

134+7-x
—14+5-x

IA A
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Man muss x nur wahlen als:

13 1 1
x > max(—73,g) =z

Ungleiche Vorzeichen:

Eine Variable x kommtin einer Ungleichung negativ, in allen anderen héamspositiv
vor. Dann kann man ein Ungleichungssystem ohne konstruieren ...

Beispiel:

13
7

—145-«x

13—7-x X
<—
—1+5-«x 0

IA A
IA A

Pa 0 < -1+5- 1—73 hat das System eiationaleLésung...
Eine Variable:

Die Ungleichungen, in denen x  positiv vorkommt, lieferruntere Schranken

Die Ungleichungen, in denen x  negativ vorkommt, liefermbere Schranken

Seien G,L die grosste untere bzw. kleinste obere Schranke. Danmlialle (ganzzahli-
gen) Lésungen im Intervall [G, L] :-)

Beispiel:

13—7-x X
<
—-1+5-x X

IV IA
= iz

[VANRIVAN

Die einzigeganzzahligd.6sung des Systems istx = 1
Diskussion:

1
S

e Losungen sind natdrlich immer nur innerhalb der Grenzeritdeationsvariablen inter-
essant.

e Jedeganzzahligddsung dort liefert einen Konflikt.

e Verschrankte Berechnung der Schleifen ist méglich, soésrkeinerlei Konflikte gibt
-)

e Die angegebenen Spezialfalle reichen, um den Fall von zwgidichungen tber Q
bzw. einer Variable Gber Z zu behandeln.

e Die Anzahl der Variablen in den Ungleichungen entspricht&lezahl der geschachtel-
tenfor-Schleifen —— sieisti.aklein :-)
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Diskussion:

e Integer Linear Programmin@LP) kann die Erfullbarkeit herausfinden einer endlichen
Menge von Gleichungen/Ungleichungen Gibef der Form:

n n
Zai-xl-zb bzw. Zﬁli'xiZb, a;, €7
1=1 =1

e Dariber hinaus kann eine (lineare) Zielfunktion optimveerden :-)
e Achtung: Bereits das Entscheidungsproblem isti.a. NP-schwiérig
e Trotzdem gibt es erstaunlich effiziente Implementierungen

e Nichtnur Schleifen-Verschmelzung, auch andere Umstrigdungen von Schleifen fuh-
ren auf ILP-Probleme.
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