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0 Allgemeines

Inhalt dieser Vorlesung:

e Korrektheit von Programmen,;
e Funktionales Programmieren n@Caml :-)



1 Korrektheit von Programmen

e Programmierer machen Fehler:-)

e Programmierfehler kbnneruersein, z.B. wenn eine Rakete explodiert, ein firmenwich-
tiges System fluBtunderausfallt...

e Ineinigen Systemen durfereineFehler vorkommen, z.B. Steuerungssoftware fur Flug-
zeuge, Signalanlagen fur Zluge, Airbags in Autos

Problem:

Wie kdnnen wir sicherstellen, dass ein Programmradagigetut?
Ansatze:

e Sorgfaltiges Vorgehen bei der Software-Entwicklung;
e Systematisches Testen

—— formales Vorgehensmodelb¢ftware Engineering
e Beweis der Korrektheit

——= \Verifikation

Hilfsmittel: Zusicherungen
Beispiel:

public class GGT extends MiniJava {
public static void main (String[] args) {

int x, y, a, b;

a = read(); b = read();

X=ay=b

while (x !=y)
if(x>y)x=x-y,
else y=y-Xx

assert(x = y);

write(x);
} /I Ende der Definition von main();
} /I Ende der Definition der Klasse GGT;



Kommentare:

e Die statische Methodassert() erwartet ein Boolesches Argument.

e Beinormaler Programm-Ausfuhrung wird jeder Aufastert(e);  ignoriert :-)
e StartenwitJavamitder Option: —ea (enable assertiopsverden diessert -Aufrufe
ausgewertet:

= Liefert ein Argument-Ausdruckue , fahrt die Programm-Ausfiihrung fort.

= Liefert ein Argument-Ausdructalse , wird einFehlerAssertionError gewor-
fen.

Achtung:

Der Laufzeit-Test soll einBigenschaftles Programm-Zustands bei Erreichen eines Programm-
Punkts Uberprifen.

Der Test sollteceineswegelen Programm-Zustand verandéiin
Sonst zeigt das beobachtete System ein anderes Verhatdasalinbeobachtete?

Tipp:
Um Eigenschaften komplizierterer Datenstrukturen zu piien, empfiehlt es sich, getrennt
InspectorKlassen anzulegen, deren Objekte eine Datenstrgkimungsfrebesichtigen kon-

nen :-)
Problem:

e Es gibti.a. sehr viele Programm-Ausfuhrungen(

e Einhalten der Zusicherungen kann dasalLaufzeit-System immer nur fur eine Program-
Ausfuhrung tberprufen :-(

=

Wir bendétigen eine generelle Methode, um das Einhalterr @asicherung zwarantieren..



1.1 Verifikation von Programmen

Robert W Floyd, Stanford U. (1936 — 2001)

Vereinfachung:
Wir betrachten erst mal niiniJava ;-)

Idee:

e  Wir schreiben eine Zusicherung gadlenProgrammpunkt :-)

e  Wir Uberprifenlokal, dass die Zusicherungen von den einzelnen Anweisungenam Pr
gramm eingehalten werden.

Unser Beispiel:

X = a = read();
y = b = read();




Diskussion:

e Die Programmpunkte entsprechen d&mtenim Kontrollfluss-Diagramm :-)
e Wir bendtigen eine Zusicherung pro Kante

Hintergrund:

d | x gilt genau dann wenm = d - z fir eine ganze Zahi.

Fiur ganze Zahlew, y seiggT(x,y) = 0, falls x = y = 0 und andernfalls die grof3te ganze
Zahld, diex undy teilt.

Dann gelten unter anderem die folgenden Gesetze:

88T (x,0) |x]

88T(x,x) = |«

88T (x,y) = g8T(x,y —x)

88T(x,y) = 88T(x—y,y)
Idee flir das Beispiel:
e Am Anfang gilt nix :-)
e Nach a=read(); x=a; git a=x )
e Vor Betreten und wahrend der Schleife soll gelten:

A = ggT(ab) =g8T(x,y)
e Am Programm-Ende soll gelten:
B = ANx =1y

Unser Beispiel:

true

a—=Xx




Frage:
Wie Uberprifen wir, dass Zusicherungen lokal zusammerep&ss

Teilproblem 1: Zuweisungen

Betrachte z.B. die Zuweisung: x = y+z;
Damitnachder Zuweisung gilt: x > 0, // Nachbedingung

mussvor der Zuweisung gelten: y +z > 0. // Vorbedingung
Allgemeines Prinzip:

e Jede Anweisung transformiert eine Nachbedingung in eine minimale Anforde-
rung, dievor Ausfihrung erfillt sein muss, damit B nachder Ausfiihrung gilt :-)

e Im Falle einer Zuweisung x = e; ist dieseschwachste Vorbedingur(engl.:wea-
kest preconditiopgegeben durch

WP[x = ¢ ] (B) = Ble/x]

Das heil3t: wirsubstituierereinfach inB tGberallx durche !!!
e Eine beliebige VorbedingungA flr eine Anweisung s istgultig, sofern

A = WP[s] (B)
// A impliziert die schwachste Vorbedingung fuiB.

Beispiel:
Zuweisung: X = XY,
Nachbedingung: x>0
schwachste Vorbedingung: x —y > 0
starkere Vorbedingung: x—y>2

noch starkere Vorbedingungx —y =3  :-)

... Im GGT-Programm (1):

Zuweisung: X = XY,
Nachbedingung: A
schwachste Vorbedingung:

Alx—y/x] = ggT(a,b) =ggT(x—y,y)
88T (a,b) = ggT(x,y)
A



.. Im GGT-Programm (2):

Zuweisung: y =
Nachbedingung: A
schwachste Vorbedingung:

Y-X

Aly —x/y] = g8T(a,b) = ggT(x,y —x)
= g8T(a,b) = ggT(x,y)
A
Zusammenstellung:
V X. B ¢ B ¢ Ble/x]
X = rew write(e); X=e;
B ' 5 ‘B
WP[; [(B) = B
WP[x = ¢; |(B) = Ble/x]
WP[x = read(); [(B) = Vx.B
WP[write(e); [(B) = B

Diskussion:

e Die Zusammenstellung liefert fur alle Aktionen jeweils dighwachsteMorbedingun-
gen fur eine NachbedingungB.

e Eine Ausgabe-Anweisung andert keine Variablen. Deshattrislie schwachste Vorbe-
dingung B selbst ;-)

e Eine Eingabe-Anweisungx=read(); andert die Variable x aufunvorhersehbare
Weise.

Damit nach der EingabeB gelten kann, muss B vor der Eingabe fur jedes mog-
liche x gelten ;-)

10



Orientierung:

true

a=Xx

y =b =read();

Fur die Anweisungen: b = read(); y = b berechnen wir:
WPy = b; [ (A) = Alb/y]
= §gT(a,b) =ggT(x,b)
WP[b = read(); ] (38T (a,b) =ggT(x,b))

= Vb.g9T(a,b) = ggT(x,b)
= a=Xx =)

Orientierung:

a—=Xx

11



Fir die Anweisungen: a = read(); x = a; berechnen wir:

WP[x = a; ]| (a =x) = a=u

= true
WPJ[a = read(); [ (true) = Va. true

= true >-)

Teilproblem 2: Verzweigungen
A
no yes
By B,

Es sollte gelten:
e AAN-b= B, und
e AADb= B.
Das istder Fall, falls A dieschwachste Vorbedingurder Verzweigung:

WP[[b]] (Bo, Bl) = ((ﬁb) = Bo) A (b = Bl)
impliziert :-)

Die schwéchste Vorbedingung kénnen wir umschreiben in:

WP[b] (Bo,B1) = (bV By) A(—bV By)
(=b A By)V (bABy)V (ByA By)
(b A By)V (b A By)

Beispiel:

Bo=x>yANy>0 Bi=x>0ANy>x
Sei b die Bedingung y > x.

Dann ist die schwachste Vorbedingung:

(x>yAy>0)V(x>0Ay>x)
= x>0ANy>0Ax#y

12



... Im GGT-Beispiel:

b = y>x

“bANA = x>yAggT(ab) =ggT(x,y)
bANA = y>xNggT(a,b) =g9T(x,y)

— Die schwéachste Vorbedingung ist:

88T (a,b) = ggT(x,y)
...alsogenau A :-)

Orientierung:

Analog argumentieren wir fur die Zusicherung vor der Sdhlei

b = y#x

-bAB = B
bANA = ANx#y

— A = (AANx = y)V(AANx # y) st
die schwachste Vorbedingung fur die Verzweigung

-)

13



Zusammenfassung der Methode:

e Annotiere jeden Programmpunkt mit einer Zusicherung.

e Uberpriife fur jede Anweisung s zwischen zwei Zusicherungefiund B, dass A
die schwachste Vorbedingung vefir B impliziert, d.h.:

A = WP[s](B)

e Uberpriife entsprechend fiir jede Verzweigung mit Bedingurap die Zusicherungi
vor der Verzweigung die schwachste Vorbedingung fur diehladingunge, und B,
der Verzweigung impliziert, d.h.

A = WP[b] (Bo, Br)

Solche Annotierungen nennen witkal konsistent

1.2 Korrektheit

Fragen:

e Welche Programm-Eigenschaften konnen wir mithilfe lokaigistenter Annotierungen
garantierer?

e Wie kdnnen wir nachweisen, dass unser Verfalkene falschen Ergebnistiefert ??
Erinnerung (1):

e In MiniJavakénnen wir ein Zustand o aus einetvariablen-Belegungd.h. einer Ab-
bildung der Programm-Variablen auf ganze Zahlen (ihrent&#y z.B.:

o={x—5y— —42}

e EinZustand o erfillt eine Zusicherung A , falls
Alo(x)/x]xea

// wir substituieren jede Variable in durch ihren Wert inr
einewahreAussage ist, d.h. aquivalentrue.

Wir schreiben: o E A.
Beispiel:

14



o = {x—5y—2}
A = (x>
Al5/x,2/y] = (5> 2)
= true
o = {x+—5, Y 12}
A = (x>y)
Al5/x,12/y] = (5> 12)
= false
Triviale Eigenschatften:
o E true fur jedes o
o |k false fur kein o
o F A und o = A ist aquivalent zu
o A] A A2
o E A oder o E A ist aquivalent zu
(o ): Al \Y Az

Erinnerung (2):

Eine Programmausfuhrung 7z durchlauft eineri’fadim Kontrollfluss-Graphen :-)

Sie beginnt in einem Programmpunki, in einem Anfangszustandoy. und fuhrtin
einen Programmpunktu,, und einen Endzustando,.

Jeder Schritt der Programm-Ausfuhrung fuhrt eine Aktios aod andert Programme-
punkt und Zustand :-)

— Wir kbnnen 7 als Folge darstellen:

(10, 00)s1 (11, 00) o . Sy (1, 01

wobei die s; Elemente des Kontrollfluss-Graphen sind, d.h. Anweisuragkst Be-
dingungen..

Beispiel:

15



X = a = read();
y = b = read();

Nehmen wir an, wir starten in Punkt3  mit {x—6,y— 12}.

Dann ergibt sich di€®rogrammausfihrung

= B {x—6,y—12}) y = yx
(L{x—6,y—6}) Ix!I=y)
(5,{x+— 6,y — 6}) write(x);
(6,{x—6,y—6})

Satz:

Sei p einMiniJavaProgramm, Sei 7 eine Programmausfiihrung, die im Programm-
punkt u startet und zum Programmpunkt fhrt.

Annahmen:

e Die Programmpunkte von p seien lokal konsistent mit Zusicherungen anno-
tiert.
e Der Programmpunktz seimit A annotiert.
e Der Programmpunktv seimit B annotiert.
Dann gilt:
Erflllt der Anfangszustand von7t  die Zusicherung A , dann erflllt der Endzu-
stand die ZusicherungB.

Bemerkungen:

e Ist der Startpunkt des Programms mitrue annotiert, dann erfullfede Programm-
ausfiihrung, die den Programmpunkt  erreicht, die Zusicherunganv :-)

16



Zum Nachweis, dass eine Zusicherungd an einem Programmpunkto gilt, be-
notigen wir eine lokal konsistente Annotierung mit zwei éigchaften:

(1) der Startpunkt ist mit true annotiert;

(2) Die Zusicherungan v impliziert A :-)

Unser Verfahren gibt (vorerst) keine Garantie, dags Uberhaupt erreicht wird!

Falls ein Programmpunkto mit der Zusicherung false annotiert werden kann,
kann o nieerreicht werden :-))

Beweis:

Sei 1= (uo, U())Sl (ul, 0]) e Sm(lxlm, O_m)
Gelte: oy E A.
Wir mussen zeigen: o, &= B.

Idee:

Induktion nach der L&nge der Programmausfuhrung:-)
Fazit:

Das Verfahren nach Floyd ermdglicht uns zu beweisen, dasszisicherung B bei
Erreichen eines Programmpunkts stets (bzw. unter geeigraisatzannahmen) gilt

Zur Durchfihrung bendétigen wir:

e  Zusicherungrue am Startpunkt.

e Zusicherungen an jedem weiteren Programmpunk

e Nachweis, dass die Zusicherungen lokal konsistent sind
—— Logik, automatisches Beweisen

17



1.3 Optimierung

Ziel:  Verringerung der benétigten Zusicherungen
Beobachtung:
Hat das Programrkeine Schleifepnkénnen wir fir jeden Programmpunkt eine hinreichende

Vorbedingungausrechneh!
Beispiel:

X = X+2;
Z = 74X
i = i+l
Beispiel (Fort.):
Sei B=z=1"* ANx=2i—1
Dann rechnen wir:
By = WPJi=i+l; [(B) = z=(+1)>?Ax=2(i+1)—-1
= z=(+1)P2Ax=2i+1
B, = WPz =z [|(B)) = z+x=(+1)2Ax=2i+1
= z=1*Ax=2i+1
B = WP[x = x+2; [(By) = z=?Ax+2=2i+1

z=1?ANx=2i—1
= B =)

ldee:

e Fir jede Schleife wahleinenProgrammpunkt aus.
Sinnvolle Auswahlen:

—  Vor der Bedingung;
—  Am Beginn des Rumpfs;
—  Am Ende des Rumpfs.

18



e Stelle fUr jeden gewahlten Punkt eine Zusicherung bereit
— Schleifen-Invariante
e Firalle ubrigen Programmpunkte bestimmen wir Zusichezamgithilfe  WP[... ]()
-)
Beispiel:

int a, i, X, z;
a = read();
i = 0;
X = -1
z=0;
while (i = a) {
X = X+2;
7 = 7+X;
I = +1;

}
asselfz==a*a );

write(z);

Beispiel:

i=0;

x=-1;
z=0;

B %
no oA yes
z=a> § 2Ty B

Z=7+X;

i=i+1;
I

19



Wir Uberprifen:

WP([i = a ](z =42 B)
= (i=aANz=2a*)V (i#£aAB)
= (i=aNz=a*)V (i£ahz=7PNx=2i—1)

& ((#alhz=PANx=2i—1)V (i=ahz=i*ANx=2i—1)
B

= z=1Ax=2-1 = =)
Orientierung:
i=0;
x=-1,
z=0;
y
B .
no <, yes
z=a> § 2Ty B
Z=7+X;
i=i+1;

Wir Uberprifen:

WP[z = 0; [(B) = 0=*Ax=2i—1
= i=0Ax=-1

WP[x = -1, [(i=0Ax=—-1) = i=0

WP[i = 0; ](i =0) = true

WP[a = read(); [(true) = true -))

20



1.4 Terminierung

Problem:

e Mit unserer Beweistechnik kdnnen wir nur beweisen, dass Eigenschatft gilt wann
immer wir einen Programmpunkt erreichih

e Wie kdnnen wir aber garantieren, dass das Programmerterminiert?
e Wie kdnnen wir einéedingundfinden, unter der das Programm immer terminiért

e Das ggT-Programm terminiert nur fir Eingabeid mit: 2 > 0 undb > 0.
e Das Quadrier-Programm terminiert nur fir Eingaben 0.

e Wwhile (true) ; terminiert nie.

e Programme ohne Schleifen terminieren immer)

Lasst sich dieses Beispiel verallgemein@in

21



Exkurs: Aussagenlogik

Aussagen: “Alle Menschen sind sterblich”,
“Sokrates ist ein Mensch”, “Sokrates ist sterblich”

V x. Mensch(x) = sterblich(x)
Mensch(Sokrates), sterblich(Sokrates)
Tautologien: AV -A
VxeZx<0Vx=0Vx>0
Gesetze: —A=A
ANA = A
~(AVB) = ~AA-B
AN(BVC) = (AAB)V(ANAC)
A=B=-AVB
Beispiel:

int i, j, t

t=0;

I = read();

while (i>0) {
j = read();
while (>0) { t = t+1; j = J-1; }
I = i1

}

write(t);

e Die gelesene Zahl (falls positiv) gibt an, wie oft eine Zalleingelesen wird.

e Die Gesamtlaufzeit ist (im wesentlicher) die Summe der positiven fijrgelesenen
Werte
—— das Programm terminiert immet
Programme nur mior -Schleifen der Form:
for (i=n; i>0; i-) {..}
// im Rumpf wirdi nicht modifiziert
... terminieren ebenfalls immer :-))

Frage:
Wie kdonnen wir aus dieser Beobachtung eine Methode machemudbeliebige Schleifen

anwendbar isP
Idee:

22



e Weise nach, dass jede Scheife nur endlich oft durchlaufesh.wi
e Finde fUr jede Schleife eine Kenngrol3e, die zwei Eigenschaften hat:

(1) Wennimmer der Rumpf betreten wird, ist> 0;

(2) Beijedem Schleifen-Durchlauf wirdkleiner :-)

e Transformiere das Programm so, dass es nebenaderalenProgrammausfihrung zu-
satzlich die KenngroRenmitberechnet.

e \rifiziere, dasgl) und(2) gelten :-)
Beispiel:  Sicheres ggT-Programm

int a, b, x,v;
a = read(); b = read();

if (@ <0)x=-a; else x = g
if b <0)y=-b;elsey=hb;
if (x == 0) write(y);
else if (y == 0) write(x);
else {
while (x =)
if(y>xy=yx
else X = XY,
write(X);
}
Wir wahlen: r=x+y
Transformation:
int a, b, x, y, 1
a = read() b = read();
if (@ <0)x=-a else x = a;
if (b <0)y=-b;elsey=bh;
if (x == 0) write(y);
else if (y == 0) write(x);
else { r = x+y;
while (x =y) {
ity >xy=yx
else X = XY,
r=xty; }
write(X);
}

23



no a yes
© @ yes write(y);

(stp

An den Programmpunkteh 2 und 3 machen wir die Zusicherungen:

1 A = x#FYAx>0ANy>0Ar=x+y
(2) B = x>0ANy>0Ar>x+y
(3) true

Dann gilt:

A=r>0 und B=r>x+y
Wir tberprifen:

WP[x =y [(true, A) = x=y V A
<= x>0ANy>0Ar=x+y
= C

WP[r = xty; [(C) = x>0Ay>0
< B

WP[x = x-y; [(B) = x>yANy>0Ar>x

WP[y = yx [(B)
WP[y > x](...,...)

x>0ANy>xAr>y
(x>yANy>0Ar>x) V
(x>0ANy>xAr>y)

= xFYANx>0ANYy>0Ar=x+y
= A

Orientierung:

24



write(y);

Weitere Propagation von C durch den Kontrollfluss-Graphen komplettiert die lokal kon
sistente Annotation mit Zusicherungen)

Wir schliel3en:

e An den Programmpunkteh und 2 gelten die Zusicherungenr > 0 bzw. r >
xX+y.

e Injeder Iteration wird » kleiner, bleibt aber stets positiv.
e Folglich wird die Schleife nur endlich oft durchlaufen
—— das Programm terminiert:-))

Allgemeines Vorgehen:

e Fur jede vorkommende Schleifewhile (b) s erfinden wir eine neue Variabler .
e Dann transformieren wir die Schleife in:
r = eg;
while (b) {
assert(r>0);
S
assert(r > el);
r = el

}

fur geeignete Ausdrickee0,el :-)

25



1.5 Modulare Verification und Prozeduren

Tony Hoare, Microsoft Research, Cambridge

Idee:

e Modularisiere den Korrektheitsbeweis so, dass Teilbesvigis wiederkehrende Aufga-
ben wiederverwendet werden kdnnen.

e Betrachte Aussagen der Form:

{Ay » {B}

...das heil’t:

Gilt vor der Ausfuhrung des Programmstlgk<€Eigenschaft A und terminiert die
Programm-Ausfihrung, dann
gilt nachder Ausfuhrung vorp Eigenschaft B.

A : \Vorbedingung
B : Nachbedingung

Beispiele:

{x>y} z=xy; {z>0}

{true} if (x<0) x=-x; {x >0}
{x>7} while (xI=0) x=x-1; {x =10}
{true} while (true); {false}

26



Modulare Verifikationkdnnen wir benutzen, um die Korrektheit auch von Programmén
Funktionen nachzuweisen:-)

Vereinfachung:

Wir betrachten nur
e Prozedurend.h. statische Methoden ohne Riuckgabewerte;
e nurglobale Variablend.h. alle Variablen sind sind ebenfaststic
// werden wir spater verallgemeinern-)

Beispiel:
inta, b, x v, void mm() {
if (a>b) {
void main () { X = g
a = read(); y = b;
b = read(); } else {
mm(); y = a
write (X-y); X = b;
} }
}
Kommentar:

e Der Einfachkeit halber haben wir alle Vorkommen vorstatic gestrichen :-)
e Die Prozedur-Definitionen sind nicht rekursiv.

e Das Programm liest zwei Zahlen ein.

e Die Prozeduminmax speichert die grol3ere i die kleinere iry ab.

e Die Differenz vonx undy wird ausgegeben.

e Wirwollen zeigen, dass gilt:

{a>b} mm(; {a=x}
Vorgehen:

e Firjede Prozedur f()  stellen wir ein Tripel bereit:

{A} 10;  {B}
e Unter dieseglobalen Hypothese H verifizieren wir, dass sich fur jede Prozedurde-
finition  void f() { ss } zeigen lasst:
{A} ss {B}
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e Wannimmer im Programm ein Prozeduraufruf vorkommt, begtutzir dabei die Tripel
aus H ...

... Im Beispiel:

Wir Uberprfen:

... Im Beispiel:

Wir Uberprifen:

Diskussion:

e Die Methode funktioniert auch, wenn die Prozedur einen [gébkwert hat: den kon-
nen wir mit einer globalen Variableturn  simulieren, in die das jeweilige Ergebnis
geschrieben wird :-)

e Esistdagegen nicht offensichtlich, wie die Vor- und Naatibgung fir Prozeduraufrufe
gewahlt werden soll, wenn eine FunktionaehrererStellen aufgerufen wird.

e Noch schwieriger wird es, wenn eine Prozedekursivist: dann hat sie potentiell unbe-
schrankt viele verschiedene Aufrufe

Beispiel:
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int x, m0, ml, t void f() {
X

X = x-1;
void main () { if (x>1) f();
X = read(); t = mi;
mo = 1, ml = 1; ml = mO0+mi1;
if (x > 1) f(); mo =t
write (m1); }
}

Kommentar:

e Das Programm liest eine Zahl ein.

e Istdiese Zahl hochstens 1, liefert das Programm.1

e Andernfalls berechnet das Programm Bieonacci-Funktioriib  :-)

e Nach einem Aufruf vori enthalten die VariablemOundm1jeweils die Werteib(i — 1)
undfib(7)

Problem:

e  Wirmussenin der Logik deirten vom(i + 1)-ten Aufruf zu unterscheiden kénnen-)

e Das isteinfachey wenn wir logische Hilfsvariablen [ = [,...,1, zur Verfigung
haben, in denen wir (ausgewahlte) Werte dem Aufruf retten kdbnnen.

Im Beispiel:
{A} 10; {B} wobei

A = x=IANx>1Amy=m =1
B l>1/\m1§2’/\m0§2"1

Allgemeines Vorgehen:

e Wieder starten wir mit eineglobalen Hypothese H , die fur jeden Aufruf f();
eine Beschreibung bereitstellt:
{A} 10;  {B}

// sowohl A wie B konnen I; enthalten :-)

e Unter dieseglobalen Hypothese H verifizieren wir, dass fur jede Funktionsdefini-
tion void f() { ss } gilt:

{A} ss {B}

... Im Beispiel:
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e

e  Wir starten von der Zusicherung fur den Endpunkt:

B=1I1>1Am <2'Amy<2!

e Die Zusicherung C ermitteln wir mithilfe von WP[...] und Abschwachung

WP[t=m1; m1=m1+m0; mO=t; | (B)
= l—1>0/\m1+m0§21/\m1§21*1

<~ l—1>1/\m1§21_1/\m0§21_2
= C

Frage:

Wie nutzen wir unserglobale Hypotheseaum einen konkreten Prozeduraufruf zu behandeln
?7?7?

ldee:
e DieAussage {A} f(); {B} reprasentierteiné/ertetabelldtr f() :-)
e Diese Wertetabelle konnen wir logisch repréasentierenialénaplikation:

V1 (Alh/x] = B)

// h stehtfur eine Folge voHilfsvariablen
Die Werte der Variablen x vor dem Aufruf stehen in deHilfsvariablen :-)
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Beispiele:

Funktion: void double () { x = 2*x;}
Spezifikation: ~ {x =1} double(); {x =2}
Tabelle: Vih=1)= (x=2I)

= (x=2h)

Fur unsere Fibonacci-Funktion berechnen wir:
VI (h>1ANh=1ANhy=h=1) =
[ > 1A my §2l/\mo §21‘1
= (h>1/\ho=h1=1)=>m1§2h/\m0§2h_1

Einanderes Paar(A;, B;) von Zusicherungen liefert ein gultiges Tripe{ A;} f();
, falls wir zeigen kdnnen:

V1 Alh/x] =B Ay[h/x]

B,

Einanderes Paar(A;, B;) von Zusicherungen liefert ein gultiges Tripe{ A;} f();
, falls wir zeigen kdnnen:

V1 Alh/x] =B Ailh/x]
By
Beispiel: double()
A = x=1 B = x=2I

A = x>3 B, = x>6

Einanderes Paar(A;, B;) von Zusicherungen liefert ein gultiges Tripe{ A;} f();
, falls wir zeigen kdnnen:

V1 Alh/x] =B Ailh/x]
B,
Beispiel: double()
A = x=1 B = x=2I

Al = x>3 Bl = x>6
Wir Uberprufen:
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Bemerkungen:

Giltige Paare (A;, B;) erhalten wir z.B.,
e indem wir die logischen Variablesubstituieren

{x =1} double();  {x =21}
{x=1—1} double()y {x=2(I—1)}

e indem wir eine Bedingun@ an die logischen Variablen hinzufiigen:

{x =1} double(); {x=2I}
{x=1A1>0} double(); {x=2IA1>0}

Bemerkungen (Forts.):

Gultige Paare (Aj, By) erhalten wir z.B. auch,
e indem wir die Vorbedingungerstarkerbzw. die Nachbedingungbschwachen

{x =1} double(); {x=2I}
{x >0Ax=1} double()y {x=2I}

{x =1} double(); {x=2I}
{x =1} double(); {x=2/Vx=-1}

Anwendung auFibonacci

Wir wollen beweisen:  {D} f); {C}

A = x>1ANl=xAmy=m; =1

A[I-=1)/1] = x>1ANl—-1=xAmy=m; =1
= D

B = l>1/\m1§21/\m0§21_1

Bl((l-1)/I] = I-1>1Am <271 Amy <272

= C =)
Orientierung:
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ml=ml1l+moO;

mo =t;

e

Fur die bedingte Verzweigung verifizieren wir:

WP[x>1] (B,D) = (x<1AI>1Am <2'Amy <271 v
(x>1Ax=1—1Am3=my=1)

<= x>0ANx=1—-1Amy=m; =1

)
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1.6 Prozeduren mit lokalen Variablen

e Prozeduren f()  modifizieren globale Variablen.

e Die Werte der lokalen Variablen des Aufrufersr und nachdem Aufruf sind unveran-
dert :-)

Beispiel:

{int y= 17; double(); write(y);}

Vor und nach dem Aufruf von double() gilt:  y =17 :-)

e Der Erhaltung der lokalen Variablen tragen wirtomatisctiRechnung, wenn wir bei der
Aufstellung der globalen Hypothese beachten:

—  Die Vor- und Nachbedingungen:{ A}, {B} fur Prozeduren sprechen nur tiber
globale Variablen

— Die h werden nur fur digglobalenVariablen eingesetzt

e Als neuen Spezialfall der Adaption erhalten wir:

{A} 10, {B}
[AAC) 1), {BAC}

falls C nur tber logische Variablen oder lokale Variablen des Afefisispricht :-)

Abschluss:

e Jedes weitere Sprachkonstrukt erfordert neue Methodeveezifikation :-)

e Wie behandelt man dynamische Datenstrukturen, Objeksgehn, Vererbung

e  Wie geht man mitNebenlaufigkejtReaktivitatum ??

e Erlauben die vorgestellten Methodalleszu beweisen —- \olIstandigkeit?
e Wie weit l&sst sich Verifikation automatisier@n

e  Wieviel Hilfe muss dieProgrammiereriund/oder die/erifiziereringeben?
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Funktionale Programmierung
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Xavier Leroy, INRIA, Paris

2 Grundlagen

° Interpreter-Umgebung

° Ausdrucke

° Wert-Definitionen

. Komplexere Datenstrukturen

° Listen

° Definitionen (Forts.)

° Benutzer-definierte Datentypen

2.1 Die Interpreter-umgebung

Der Interpreter wird mit ocaml aufgerufen...

seidl@linux:~> ocaml
Objective Caml version 3.09.3
#

Definitionen von Variablen, Funktionen, ... kdnnen dirakigegeben werden :-)
Alternativ kann man sie aus einer Datei einlesen:
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# #use "Hallo.ml":;

2.2 Ausdrucke

# 3+4::
-int = 7
# 3+

4;,
-t =7
#

— Bei # wartetder Interpreter auf Eingabe.
Das ;  bewirkt Auswertung der bisherigen Eingabe.
—  Das Ergebnis wird berechnet und mit seinem Typ ausgegeben.

|

Vorteil: Das Testen von einzelnen Funktionen kann stattfinden, @tdesmal neu zu Uber-
setzen :-)

Vordefinierte Konstanten und Operatoren:

Typ Konstanten: Beispielg| Operatoren
int 03 -7 + - * /[ mod
float -3.0 7.0 + - *
bool true false not || &&

string || "hallo” N

char ay
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Typ Vergleichsoperatoren
int = <> <K= > >
float = <> < <LKz > >
bool = <> <<= >z >
string = <> < <= >= >
char = <> < <= >= >

# -3.0.4.0;

- . float = -0.75

# "So"\" "Ngeht"M "Mdas";;
- . string = "So geht das"
# 1>2 || not (2.0<1.0);

- @ bool = true

2.3 Wert-Definitionen

Mit let  kann man ein&ariablemit einem Wert belegen.
Die Variable behalt diesen Wefiir immer  :-)

# let seven = 3+4;;
val seven : int = 7
# seven;

-rint =7

Achtung: Variablen-Namen werdekiein geschriebe!
Eine erneute Definition fuseven weist nicht seven einen neuen Wert zu, sondern erzeugt
eineneueVariable mit Namerseven .

# let seven = 42;;

val seven : int = 42

# seven;,

- int = 42

# let seven = "seven";

val seven : string = "seven"

Die alte Definition wurdeinsichtbar(ist aber trotzdem noch vorhanden-)
Offenbar kann die neue Variable auch eigemleren Tyfgaben :-)
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2.4 Komplexere Datenstrukturen
o Paare:

# (3.4);;

- int *int = (3, 4)

# (1=2,"hallo");;

- . bool * string = (false, "hallo")

o Tupel:
# (2,3,45);
cint *int * int * int = (2, 3, 4, 5)
# ("hallo" true,3.14159);;
- string * bool * float = ("hallo”, true, 3.14159)

Simultane Definition von Variablen:

# let (x,y) = (3,4.0);
val x :int = 3
val y : float = 4.

# let 3y) = (3,4.0);
val y : float = 4.0
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Records: Beispiel:

# type person = {vor:string; nach:string; alter:int};;

type person = { vor : string; nach : string; alter : int; }

# let paul = { vor="Paul"; nach="Meier"; alter=24 };;

val paul : person = {vor = "Paul"; nach = "Meier"; alter = 24}
# let hans = { nach="kohl"; alter=23; vor="hans"};;

val hans : person = {vor = "hans"; nach = "kohl"; alter = 23}
# let hansi = {alter=23; nach="kohl"; vor="hans"}

val hansi : person = {vor = "hans"; nach = "kohl"; alter = 23}

# hans=hansi;
- 1 bool = true
Bemerkung:

Records sind Tupel mit benannten Komponenten, deren Reilgerirrelevant ist :-)

Als neuer Typ muss ein Record vor seiner Benutzung mit éyper-Deklaration ein-
gefuhrt werden.

Typ-Namen und Record-Komponenten werdééxin geschrieben :-)

Zugriff auf Record-Komponenten

... per Komponenten-Selektion:

# paul.vor;;
- 1 string = "Paul"

... mit Pattern Matching:
# let {vor=x;nach=y;alter=z} = paul;
val x : string = "Paul"
val y : string = "Meier"
val z :int = 24

... und wenn einen nicht alles interessiert:

# let {vor=x} = paul;
val x : string = "Paul"
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Fallunterscheidung: match  und if

match n
with 0 -> "Null"
| 1 -> "Eins"
| _ -> "Soweit kann ich nicht zaehlen!"

match e
with true -> el
| false -> e2

Das zweite Beispiel kann auch so geschrieben werdén
if e then el else e2
Vorsicht bei redundanten und unvollstandigen Matches!

#letn=7;
val n:int =7
# match n with 0 -> "null" "
Warning: this pattern-matching is not exhaustive.
Here is an example of a value that is not matched:
1
Exception: Match_failure (™, 5, -13).
# match n
with 0 -> "null"
| 0 -> "eins"
| _ -> "Soweit kann ich nicht zaehlen!";
Warning: this match case is unused.
- . string = "Soweit kann ich nicht zaehlen!"

2.5 Listen

Listen werden mithilfe von [ und :  konstruiert.

Kurzschreibweise: [42; 0; 16]

# let mt = [;

val mt : 'a list = []
#let 11 = 1l:mt;

val 11 : int list = [1]

# let | = [1;2;3];;

val | :int list = [1; 2; 3]
# let | = 1:2:3:];

val | :int list = [1; 2; 3]
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Achtung:

Alle Elemente missen degteichenTyp haben:

# 1.0:1 _:;
This expression has type int but is here used with type float

tau list beschreibt Listen mit Elementen vom Typtau  :-)
Der Typ 'a isteineTyp-Variable
[ bezeichnet eine leere Liste fiieliebigeElement-Typen :-))
Pattern Matching auf Listen:

# match |
with ] -> -1
| Xixs -> Xx;;

-t =1

2.6 Definitionen von Funktionen

# let double x = 2*x;;

val double : int -> int = <fun>
# (double 3, double (double 1));
- oint * int = (6,4)

Nach dem Funktionens-Namen kommen die Parameter.
Der Funktionsname ist damit auch nur eine Variable, déverteine Funktion ist :-)

|

!

— Alternativ konnen wir eine Variable einfuhren, derérert direkt eine Funktion be-
schreibt..

# let double = fun x -> 2*x;
val double : int -> int = <fun>

—  Diese Funktionsdefinition beginnt niiin , gefolgt von den formalen Parametern.
—  Nach -> kommt die Berechnungsvorschrift.
—  Die linken Variablen durfen rechts benutzt werden)

Achtung:

Funktionen sehen die Werte der Variablen, die zu ihBafinitionszeitpunksichtbar sind:
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# let faktor = 2;;

val faktor : int = 2

# let double x = faktor*x;;

val double : int -> int = <fun>
# let faktor = 4;;

val faktor : int = 4

# double 3;;

-.int = 6

Achtung:

Eine Funktion ist einNVert

# double;;
- int > int = <fun>

Rekursive Funktionen:

Eine Funktion istekursiv wenn sie sich selbst aufruft.

# let rec fac n = if n<2 then 1 else n * fac (n-1);;
val fac : int -> int = <fun>
# let rec fib = fun x -> if x <= 1 then 1

else fib (x-1) + fib (x-2);;
val fib : int -> int = <fun>

Dazu stelltOcamldas Schlisselwort rec  bereit :-)
Rufen mehrere Funktionen sich gegenseitig auf, heil3evesgehrankt rekursiv

# let rec even n = if n=0 then "even" else odd (n-1)

and odd n = if n=0 then "odd" else even (n-1);
val even : int -> string = <fun>
val odd : int -> string = <fun>

Wir kombinieren ihre Definitionen mit dem Schlisselworand  :-)
Definition durch Fall-Unterscheidung:

# let rec len = fun | -> match |
with [] -> 0
| xixs -> 1 + len xs;;
val len : 'a list -> int = <fun>
# len [1;2;3];;
-int = 3
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... kann kurzer geschrieben werden als:

# let rec len = function [] -> 0
| xixs -> 1 + len xs;;
val len : 'a list -> int = <fun>
# len [1;2;3];
-int = 3

Fall-Unterscheidung bei mehreren Argumenten:

# let rec app | y = match |
with [] -=> y
| X:xs -> X I app XS i
val app : 'a list -> 'a list -> ’a list = <fun>
# app [1,2] [3:4];
- oint list = [1; 2; 3; 4]

... kann auch geschrieben werden als:

# let rec app = function [] -> fun y >y
| xixs -> fun y -> x:app xs vy;
val app : 'a list -> ’a list -> 'a list = <fun>
# app [1,2] [3;4];
- oint list = [1; 2; 3; 4]

Lokale Definitionen

Definitionen kbnnen mit let  lokal eingefuihrt werden:

# let X =5
in let sq = x*x
in Sq+sq;;

- :int = 50

# let facit n = let rec
iter m yet = if m>n then yet
else iter (m+1) (m*yet)
in iter 2 1;;
val facit : int -> int = <fun>
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2.7 Benutzerdefinierte Typen
Beispiel: Spielkarten

Wie kann man die Farbe und den Wert einer Karte spezifizieren?

1. ldee: Benutze Paare von Strings und Zahlen, z.B.

("Karo",10) = Karo Zehn
("Kreuz",12) = Kreuz Bube
("Pik" 1) = PikAs
Nachteile:

e Beim Test auf eine Farbe muss immer ein String-Vergleictifstden
— ineffizient!

e Darstellung des Buben al? ist nicht intuitiv
— unleserliches Programm!

e Welche Karte reprasentiert das Pégsor',1) ?
(Tippfehler werden vom Compiler nicht bemerkt)

Besser:  Aufzahlungstypen vocaml
Beispiel Spielkarten

2. ldee: Aufzahlungstypen

# type farbe = Karo | Herz | Pik | Kreuz;

type farbe = Karo | Herz | Pik | Kreuz

# type wert = Neun | Bube | Dame | Koenig | Zehn | As;;
type wert = Neun | Bube | Dame | Koenig | Zehn | As

# Kreuz;;

- . farbe = Kreuz

# let pik_bube = (Pik,Bube);

val pik_bube : farbe * wert = (Pik, Bube)

\orteile:

—  Darstellung ist intuitiv.
—  Tippfehler werden erkannt:

# (Kaor ,As);;
Unbound constructor Kaor
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—  Die interne Repréasentation istfizient :-)

Bemerkungen:

—  Durch type wird einneuer Typdefiniert.
Die Alternativen heil3eiKonstruktorerund werden durch | getrennt.
Jeder Konstruktor wird grof3 geschrieben unctistleutigeinem Typ zugeordnet.

—

—

Aufzahlungstypen (cont.)

Konstruktoren konnen verglichen werden:

# Kreuz < Karo:;
- bool = false;;
# Kreuz > Karo;;
- bool = true;;

Pattern Matching auf Konstruktoren:

# let istTrumpf = function

(Karo, ) -> true
| (_,Bube) -> true
| (_,Dame) -> true
| (Herz,Zehn) -> true
| D -> false;;

val istTrumpf : farbe * wert -> bool = <fun>

Damit ergibt sich z.B.:

# istTrumpf (Karo,As);;

- 1 bool = true
# istTrumpf (Pik,Koenig);;
- : bool = false

Eine andere nutzliche Funktion:

# let string_of farbe = function
Karo -> "Karo"

| Herz -> "Herz"

| Pk -> "Pik"

| Kreuz -> "Kreuz";
val string_of farbe : farbe -> string = <fun>
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Beachte:
Die Funktion string_of farbe wahlt fur eine Farbe ilkonstanter Zeitlen zugehorigen

String aus (der Compiler benutzt — hoffentliclsgrungtabellen :-)
Jetzt kanrDcamlschon fast Karten spielen:

# let sticht = function

((Herz,zehn), ) -> true
| (_,(Herz,Zehn)) -> false
| ((f1,Dame),(f2,Dame)) -> f1 > f2
| ((_,Dame), ) -> true
| (_,(_,Dame)) -> false
| ((f1,Bube),(f2,Bube)) -> f1 > 2
| ((_,Bube), ) -> true
| (L,(_,Bube)) -> false
| ((Karo,wl),(Karo,w2)) -> wl > w2
| ((Karo, ), ) -> true
| (,(Karo,)) -> false
| ((f1,wl),(f2,w2)) -> jf f1=f2 then wl > w2
else false;;

# let nimm (karte2 kartel) =
if sticht (karte2 kartel) then karte2 else kartel;;

# let stich (kartelkarte2 karte3karted) =
nimm (karte4, nimm (karte3, nimm (karte2,kartel)));;

# stich ((Herz,Koenig),(Karo,As), (Herz,Bube),(Herz,As )
- . farbe * wert = (Herz, Bube)
# stich((Herz,Koenig),(Pik,As), (Herz,Koenig),(Herz,A S));;

- . farbe * wert = (Herz, As)
Summentypen

Summentypen sind eine Verallgemeinerung von Aufzahlypgst, bei denen die Konstruk-
torenArgumentehaben.
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Beispiel: Hexadezimalzahlen

type hex = Digit of int | Letter of char;;
let char2dez ¢ = if ¢ >= 'A" && ¢ <= F
then (Char.code c)-55
else if c >= '3’ && ¢ <= f
then (Char.code c)-87
else -1;;
let hex2dez = function
Digit n -> n
| Letter ¢ -> char2dez c;;
Char ist einModul, der Funktionalitat fir char sammelt :-)
Ein Konstruktor, der mit type t = Con of <typ> | ...
definiert wurde, hat die Funktionalitat Con : <typ> -> t — muss aber stetsnge-
wandtvorkommen...
# Digit ;;
The constructor Digit expects 1 argument(s),
but is here applied to 0 argument(s)
# let a = Letter 'a’;;
val a : hex = Letter 'a’
# Letter 1 _;;
This expression has type int but is here used with type char
# hex2dez a;;

- int = 10
Datentypen kénnen auckkursivsein:

type folge = Ende | Dann of (int * folge)

# Dann (1, Dann (2, Ende));
- : folge = Dann (1, Dann (2, Ende))

Beachte die Ahnlichkeit zu Listen;-)
Rekursive Datentypen flihren wieder zu rekursiven Funktion

# let rec n_tes = function
(_,Ende) -> -1
| (0,Dann (x,)) -> x
| (n,Dann (_, rest)) -> n_tes (n-1,rest);
val n_tes : int * folge -> int = <fun>

# n_tes (4, Dann (1, Dann (2, Ende)));;

-t = -1
# n_tes (2, Dann (1, Dann(2, Dann (5, Dann (17, Ende)))));
-.int=5
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Anderes Beispiel:

# let rec runter = function
0 -> Ende
| n -> Dann (n, runter (n-1));;
val runter : int -> folge = <fun>

# runter 4;,

- . folge = Dann (4, Dann (3, Dann (2, Dann (1, Ende))));
# runter -1;;

Stack overflow during evaluation (looping recursion?).

Der Options-Datentyp

Ein eingebauter Datentyp fDcamlist  option mit den zwei Konstruktoren None und
Some

# None;,

- 'a option = None

# Some 10;

- . int option = Some 10

Er wird haufig benutzt, wenn eine Funktion nicht fir alle EEbgn eine Lésung berechnet:

# let rec n_tes = function
(n,Ende) -> None
| (0, Dann (x,_)) -> Some x
| (n, Dann (_,rest)) -> n_tes (n-1,rest);
val n_tes : int * folge -> int option = <fun>

# n_tes (4,Dann (1, Dann (2, Ende)));

- . int option = None

# n_tes (2, Dann (1, Dann (2, Dann (5, Dann (17, Ende)))));;
- . int option = Some 5

3 Funktionen — naher betrachtet

e Rekursionsarten
e Funktionen hoherer Ordnung

—  Currying
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—  Partielle Anwendung

e Polymorphe Funktionen
e Polymorphe Datentypen
e Namenlose Funktionen

3.1 Rekursionsarten

Je nach Art der rekursiven Aufrufe unterscheiden wir foligeArten von Rekursion:
1. End-Rekursion: Jeder rekursive Aufruf liefert gleichzeitig den Riickgaleet

let rec facl = function
(1,acc) -> acc
| (n,acc) -> facl (n-1,n*acc);;

let rec loop x = if x<2 then x
else if x mod 2 = 0 then loop (x/2)
else loop (3*x+1);;

2. Repetitive Rekursion: Es gibt in jedem Zweig hiéchstens einen rekursiven Aufruf.

let rec fac = function
1>1
| n->n * fac (n-1);;

3. Allgemeine Rekursion

let rec fib = function
0->1
|1 ->1
| n->fib (n-1) + fib (n-2);;

let rec f n = if n<2 then n
else f (f (n/2));;

Dasbeste Speicherverhaltdrat die End-Rekursion. Es wird zur allgemeinen Rekursion hi
immer schlechter.
Der typische Fall von repetitiver Rekursion hat die folgefarm:

let rec f x = if t(x) then v else e(x,f(g(x))

Beispiel: Fakultat
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let rec fac x = if x=1 then 1 else x * fac (x-1)

Hierist t(x) =x=1,v=1,g(x) =x1 unde(xy) =x.
Wie wir gesehen haben, gibt es auch eine end-rekursiventaria

let rec facl (x,a) = if x=1 then a else facl (x-1,x*a)
Im allgemeinen Fall kann mdnersetzen durch:
let rec f1 (x,a) = if t(x) then a else f1 (g(x),e(x,a))

Dannistfl(x,v) gleichf x — aber nur dann, wemnmeineassoziative, kommutatieunktion
ist:

(. *(2*1)) = I*(2*(. )

Der zusatzliche Parameteheil3t auchAkkumulator.
Vorsicht bei Listenfunktionen:

let rec f X = if x=0 then [] else x :: f (x-1)
let rec f1 (x,a) = if x=0 then a else f1 (x-1,x::a)

Der Listenkonstruktor. is weder kommutativ noch assoziativ. Deshalb berechinerund
f1 (x[]) nicht den gleichen Wert:

#f5;

- int list = [5; 4; 3; 2; 1]
# 1 (5);
-t int list = [1: 2; 3; 4; 5]

Selbst allgemeine Rekursion kann manchmal linearisiertiere

let rec fib = function
0->1
|1 ->1
| n -> fib (n-1) + fib (n-2);;

let fibl n =
let rec iter x (mO,ml) =
if x<=1 then ml else iter (x-1) (m1,m0+m1l)
in iter n (1,1)
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Das lasst sich aber nichb einfachverallgemeinern :-)

3.2 Funktionen héherer Ordnung
Betrachte die beiden Funktionen

let f (a,b) = atb+1;
let g ab = ath+l;

Auf den ersten Blick scheinen si¢hundg nur in der Schreibweise zu unterscheiden. Aber
sie haben eineanderen Typ

# f
- oint * int -> int = <fun>
# 0
- .int -> int -> int = <fun>
e Die Funktionf hat ein Argument, welches aus détaar(a,b) besteht. Der Riickgabe-
wert ista+b+1.

e g hatein Argumena vom Typint . Das Ergebnis einer Anwendung aukt wieder eine
Funktion welche, angewendet auf ein weiteres Arguniemtas Ergebnia+b+1 liefert:

# 1 (3.5
cint = 9
#let g1 =g 3;
val gl :int -> int = <fun>
# 9l 5;
cint = 9

[}

Haskell B. Curry, 1900-1982
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Das Prinzip heif3t nach seinem Erfinder Haskell B. C@yrying

— g heil3t Funktiorhoherer Ordnungweil ihr Ergebnis wieder eine Funktion ist.

—  Die Anwendung vorg auf ein Argument heil3t augbartiell, weil das Ergebnis nicht
vollstandig ausgewertet ist, sondern eine weitere Eingafoedert.

Das Argument einer Funktion kann auch wieder selbst ein&tiamsein:

# let apply f a b = f (ab);
val apply (a *’b ->'c) ->'a ->'b -> 'c = <fun>

# let plus (xy) = x+y;;

val plus : int * int -> int = <fun>
# apply plus;;

- oint -> int -> int = <fun>

# let plus2 = apply plus 2;;

val plus2 : int -> int = <fun>

# let plus3 = apply plus 3;;

val plus3 : int -> int = <fun>

# plus2 (plus3 4);;

-int =9
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3.3 Funktionen als Daten

Funktionen sindatenund kénnen daher in Datenstrukturen vorkommen:
# ((+), plus3) ;
: (int ->int -> int) * (int -> int) = (<fun>, <fun>);;
# let rec plus_list = function
0 -=>1

| xixs -> (+) x : plus_list xs;;
val plus_list : int list -> (int -> int) list = <fun>
# let | = plus_list [1;2;3];;
val | : (int -> int) list = [<fun>; <fun>; <fun>]

//(+) :int -> int -> int ist die Funktion zum Operator +
# let do_add n =
let rec add_list = function
0->1
| f:fs -=> f n :: add_list fs

in add_list ;;
val do_add : 'a -> (a -> 'b) list -> b list = <fun>
# do_add 5 I;;
- o int list = [6;7;8]

# let rec sum = function
fj->0
| fufs -> f (sum fs);;
val sum : (int -> int) list -> int = <fun>
# sum I;
-.int =6

3.4 Einige Listen-Funktionen

let rec map f = function

0->1

| xixs -=> f x = map f xs

let rec fold left f a = function
l->a
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| x:xs -> fold_left f (f a x) xs

let rec fold_right f = function
[[ >funb->D
| xixs -> fun b -> f x (fold_right f xs b)

let rec find_opt f = function
[ -> None
| x:xs -> if f x then Some x
else find_opt f xs

Beachte:

—  Diese Funktionen abstrahieren von dem Verhalten der Famkti Sie spezifizieren
das Rekursionsverhalten gemaf der Listenstruktur, umgidpéion den Elementen der
Liste.

Daher heif3en solche FunktionBekursions-Schematmer (Listen-fFunktionale

Listen-Funktionale sind unabhéngig vom Typ der Listeneeta. (Diesen muss nur
die Funktionf kennen :-)

—  Funktionen, die gleich strukturierte Eingaben verschiedelyps verarbeiten kénnen,
heil3enpolymorph

!

!

3.5 Polymorphe Funktionen

DasOcamtSystem inferiert folgende Typen flr diese Funktionale:

map : (a -> 'b) -> 'a list -> 'b list

fold left : (a -> b -> 'a) -> 'a -> b list -> 'a
fold_right : (a -> 'b ->'b) -> a list -> b -> b
find_opt : ('a -> bool) -> "a list -> 'a option

— 'a und’b sindTypvariablen Sie kdnnen durch jeden Typ ersetzitstanziier) werden
(aber an jedem Vorkommen durch den gleichen Typ).

—  Durch partielle Anwendung auf eine Funktion kénnen die Byablen instanziiert
werden:
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# Char.chr;;

val : int -> char = <fun>

# map Char.chr;;

- o int list -> char list = <fun>

# fold_left (+);;
val it ; int -=> int list -> int = <fun>

—  Wenn man einem Funktional eine polymorphe Funktion als fguot gibt, ist das
Ergebnis wieder polymorph:

# let cons_r xs x = X:iXs;;

val cons r : 'a list -> 'a -> "a list = <fun>
# let rev | = fold_left cons_r [] [;;

val rev : 'a list -> 'a list = <fun>

# rev [1,2;3];

- oint list = [3; 2; 1]

# rev [true;false;false];

- : bool list = [false; false; true]

Ein paar der einfachsten polymorphen Funktionen:

let compose f g x = f (g x)
let twice f x = f (f X)
let iter f g x = if g x then x else iter f g (f x);;

val compose : (a -> 'h) -> (¢ -> 'a) -> ¢ -> b = <fun>
val twice : (a -> 'a) -> 'a -> 'a = <fun>
val iter : (a -> 'a) -> (‘a -> bool) -> 'a -> 'a = <fun>

# compose neg neg;;
- 1 bool -> bool = <fun>
# compose neg neg true;;

- 1 bool = true;;
# compose Char.chr plus2 65;;
- char = C
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3.6 Polymorphe Datentypen

Man sich auch selbst poloymorphe Datentypen definieren:

type 'a tree = Leaf of 'a
| Node of (a tree * 'a tree)

—  tree heil3tTypkonstruktoyweil er aus einem anderen Typ (seinem Paramedeginen
neuen Typ erzeugt.

—  Auf der rechten Seite durfen nur die Typvariablen vorkompaémauf der linken Seite
als Argument fur den Typkonstruktor stehen.

—  Die Anwendung der Konstruktoren auf Daten instanziiertidipvariable(n):

# Leaf 1;;

- . int tree = Leaf 1

# Node (Leaf (a'true), Leaf ('b’(false));

- . (char * bool) tree = Node (Leaf (a’, true),
Leaf (b, false))

Funktionen auf polymorphen Datentypen sind typischerveigder polymorph..

let rec size = function
Leaf _ > 1
| Node(tt) -> size t + size t

let rec flatten = function
Leaf x -> [X]
| Node(tt) -> flatten t @ flatten t’

let flattenl t = let rec doit = function
(Leaf x, xs) -> x @ Xs
| (Node(t,t'), xs) -> let xs = doit (',xs)
in  doit (t,xs)
in doit (t,[])

val size : 'a tree -> int = <fun>
val flatten : 'a tree -> 'a list = <fun>
val flattenl : 'a tree -> 'a list = <fun>

# let t = Node(Node(Leaf 1,Leaf 5)Leaf 3);;
val t : int tree = Node (Node (Leaf 1, Leaf 5), Leaf 3)
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# size t;
cint = 3
# flatten t;;
val @ int list = [1;5;3]
# flattenl t;;
val : int list = [1,5;3]

3.7 Anwendung: Queues

Gesucht:
Datenstruktura queue , die die folgenden Operationen unterstutzt:

enqueue : 'a -> 'a queue -> 'a queue
dequeue : 'a queue -> 'a option * 'a queue
is_empty : 'a queue -> bool

queue_of list : 'a list -> 'a queue
list of queue : 'a queue -> ’'a list

1. Idee:

e Reprasentiere die Schlange als eine Liste:

type 'a queue = ’'a list

Die Funktionens_empty, queue_of list, list_of queue sind dann trivial :-)
e Entnehmen heil3t Zugreifen auf das erste Element der Liste:

let dequeue = function
0 -> (None, [
| x:xs -> (Some X, xs)

e Einfligen bedeutet hinten anh&ngen:

let enqueue x xs = xs @ [X]

Diskussion:

e Der Operator @ konkateniert zwei Listen.
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e Die Implementierung ist sehr einfach-)
e Entnehmen ist sehr billig :-)
e Einfligen dagegen kostet so viele rekursive Aufrufe vo@ wie die Schlange lang ist

~(
e Gehtdas nicht besséer
2. ldee;

Reprasentiere die Schlange alseiListen!!!

type 'a queue = Queue of 'a list * ’a list
let is_empty = function
Queue ([],[]) -> true
| -> false
let queue_of list list = Queue (list,[])
let list_of queue = function
Queue (first,[])  -> first
| Queue (firstlast) ->
first @ List.rev last

Die zweite Liste reprasentiert dasideder Liste und ist deshalb inmmgedrehter Anord-
nung...

2. ldee (Fortsetzung):

Einfugen erfolgt deshalb in der zweiten Liste:

let enqueue x (Queue (firstlast)) =
Queue (first, x:last)

Entnahme bezieht sich dagegen auf die erste Liste
Ist diese aber leer, wird auf die zweite zugegriffen

let dequeue = function
Queue ([],last) -> (match List.rev last
with [] -> (None, Queue ([],[]))
| x:xs -> (Some x, Queue (xs,[])))
| Queue (x:xs,last) -> (Some X, Queue (xs,last))

Diskussion:

e Jetztist Einfugen billig :-)
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e Entnehmen dagegen kann so teuer sein, wie die Anzahl derelaBtenmn der zweiten
Liste :~(

e Gerechnet aber auf jede Einfigung, fallen khanstanteZusatzkosten anh!

—— amortisierte Kostenanalyse

3.8 Namenlose Funktionen

Wie wir gesehen haben, sind Funktiorigaten Daten, z.B[1;2;3] kdnnen verwendet wer-

den, ohne ihnen einen Namen zu geben. Das geht auch fur &nekti
# fun x y z -> x+y+z;;

- int > int -> int -> int = <fun>
e fun leitet eineAbstraktionein.
Der Name kommt aus demKalkul.
e -> hatdie Funktion von = in Funktionsdefinitionen.

e RekursiveFunktionen kénnen so nicht definiert werden, denn ohne N&wman eine
Funktion nicht in ihrem Rumpf vorkommen :-)

Alonzo Church, 1903-1995

e Um Pattern Matching zu benutzen, kann mamatch ... with fur das entsprechen-
de Argument einsetzen.

e Beieinem einzigen Argument bietet sichfunction an...

# function None -> 0
| Some x -> x*x+1;;
- :int option -> int = <fun>
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Namenlose Funktionen werden verwendet, wenn sieemunalim Programm vorkommen.
Oft sind sieArgument fur Funktionale

# map (fun x -> x*x) [1;2;3];;
- oint list = [1; 4; 9]

Oft werden sie auch benutzt, um eine Funktids Ergebnigzuriickzuliefern:

# let make_undefined () = fun x -> None;;

val make_undefined : unit -> 'a -> 'b option = <fun>

# let def one (xy) = fun x' -> if x=x’ then Some y
else None;;

val def one : 'a * 'b -> 'a -> 'b option = <fun>

4 Praktische Featuresin Ocaml

e Ausnahmen
e Imperative Konstrukte

—  modifizierbare Record-Komponenten
Referenzen

Sequenzen

Arrays und Strings

Ein- und Ausgabe

Ll

4.1 Ausnahmen (Exceptions)

Bei einem Laufzeit-Fehler, z.B. Division durch Null, erpggdasOcamtSystem einexcepti-
on (Ausnahme):

#11/0;

Exception: Division_by zero.

# Listtl (List.tl [1]);;

Exception: Failure "tl".

# Char.chr 300;;

Exception: Invalid_argument "Char.chr".
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Hier werden die AusnahmenDivision_by zero , Failure "t bzw. Invalid_argument

“Char.chr” erzeugt.
Ein anderer Grund fir eine Ausnahme ist eivollstandiger Match

# match 1+1 with 0 -> "null" N

Warning: this pattern-matching is not exhaustive.
Here is an example of a value that is not matched:
1

Exception: Match_failure ("™, 2, -9).

In diesem Fall wird die Exception Match_failure (™, 2, -9) erzeugt :-)
Vordefinierte Konstruktoren flir Exceptions:

Division_by_zero Division durch Null
Invalid_argument of string falsche Benutzung
Failure of string allgemeiner Fehler
Match_failure of string * int * int unvollstandiger Match
Not_found nicht gefunden :-)
Out_of _memory Speicher voll

End of file Datei zu Ende

Exit fur die Benutzerin..

Eine Exception ist eiffrirst Class Citizend.h. ein Wert eines Datentypsexn ...

# Division_by zero;;

- . exn = Division_by zero

# Failure "Kompletter Quatsch!";

- . exn = Failure "Kompletter Quatsch!"

Eigene Exceptions werden definiert, indem der Datentgyn  erweitertwird ...

# exception Hell;;
exception Hell
# Hell;;
- o exn = Hell
# Division_by zero;;
- . exn = Division_by zero
# Failure "Kompletter Quatsch!";
- . exn = Failure "Kompletter Quatsch!"
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Eigene Exceptions werden definiert, indem der Datentgyn  erweitertwird ...

# exception Hell of string;;
exception Hell of string

# Hell "damn!";

- . exn = Hell "damn!"

Ausnahmebehandlung:

Wie in Javakdnnen Exceptions ausgeldst und behandelt werden:

# let teile (n,m) = try Some (n / m)
with  Division_by _zero -> None;;

# teile (10,3);

- . int option = Some 3
# teile (10,0);

- . int option = None

So kann man z.B. dimember-Funktion neu definieren:

let rec member x | = try if x = Listhd | then true
else member x (List.tl 1)
with  Failure _ -> false

# member 2 [1;2;3];;

- : bool = true
# member 4 [1;2;3];;
- : bool = false

Das Schlusselwort with  leitet ein Pattern Matching auf dem Ausnahme-Datentygxn
ein:

try <exp>
with <patl> -> <expl> | ... | <patN> -> <expN>

— Man kann mehrere Exceptions gleichzeitig abfange)
Der Programmierer kann selbst Exceptions auslosen.
Das geht mit dem Schliisselwortraise
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# 1 + (200);

Exception: Division_by zero.
# 1 + raise Division_by zero;;
Exception: Division_by zero.

Eine Exception ist ein Fehlerwert, der jeden Ausdruck eesekann.

Bei Behandlung wird sie durch einen anderen Ausdruck (vaimtigen Typ) ersetzt — oder
durch eine andere Exception-)

Exception Handling kann nach jedem beliebigen Teilauddraigch geschachtelt, stattfinden:

#let £ (xy) = x /1 (y-1);
# let g (x,y) = try let n = try f (xy)
with Division_by zero ->
raise (Failure "Division by zero")
in string_of_int (n*n)
with Failure str -> "Error: "Astr;;

#9 (61);

- : string = "Error: Division by zero"
#9 (63);

- @ string = "9"

4.2 Imperative Features im Ocami

Gelegentlich mochte man Wertiestruktivwerandern ;-)
Dazu bendtigen wir neue Konzepte

Modifizierbare Record-Komponenten:

e Records fassen benamte Werte zusamme)
e Einzelne Komponenten kdnnen atsdifizierbardeklariert werden..

# type cell = {owner: string; mutable value: int};;
type cell = { owner : string; mutable value : int; }

# let x = {owner="me"; value=1};;

val x : cell = {owner = "me"; value = 1}
# x.value;;

-t =1

# x.value <- 2

-ounit = ()
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# x.value;:
-int = 2

e Modifizierbare Komponenten werden mitmutable  gekennzeichnet.
e Die Initialisierung erfolgt wie bei einer normalen Kompane.

e Der Ausdruck x.value <- 2 hat den Wert () , aber modifiziert die Komponente
value alsSeiteneffekt!!

Spezialfall: Referenzen

Eine Referenz tau ref auf einen Typ tau ist ein Record mit der einzigen Kompo-
nente mutable contents: tau

# let ref_hallo = {contents = "Hallo!"};;

val ref_hallo : string ref = {contents = "Hallo!"}
# let ref 1 = ref 1;;

val ref 1 : int ref = {contents = 1}

Deshalb kann man auf den Wert einer Referenz mit Selektigreifen:

# ref_hallo.contents;;
- : string = "Hallo!
# ref_1.contents;;
-int =1

Eine andere Mdglichkeit ist dévereferenzierungs-Operatot :

# Iref hallo;;
- : string = "Hallo!

Der Wert, auf den eine Referenz zeigt, kann mik- oder mit := vera&ndert werden:

# ref 1l.contents <- 2;;

- unit = ()
#ref 1 = 3;;
unit = ()

Gleichheit von Referenzen

Das Setzen von ref 1  mittels = erfolgt alsSeiteneffektund hat keinen Wert, d.h.
ergibt () .
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# (=)

c'a ref -> 'a -> unit = <fun>

Zwei Referenzen sindleich, wenn sie autien gleicherWert zeigen:

#let x = ref 1

let y = ref 1;;
val x : int ref = {contents
val y : int ref = {contents
#X =Y
- : bool = true

1}

1
H
—

Sequenzen

Bei Updates kommt es nur auf den Seiteneffekt ar)

Bei Seiteneffekten kommt es auf die Reihenfolge a¥

Mehrere solche Aktionen kann man mit déaquenz-Operator ;
ren:

#ref 1 :=1; ref 1 := lref 1 +1; ref 1;;
. int ref = {contents = 2}

In Ocamlkann man soga8chleifenprogrammieren..

# let x = ref 0;;

val x : int ref = {contents = 1}

# while Ix <10 do x := Ix+t1 done;;
-ounit = ()

# X

- . int ref = contents = 10

Ein wichtiges Listenfunktional ist List.iter

# let rec iter f = function
I > ()

| xixs -> f x; iter f xs;;

val iter : (a -> unit) -> "a list -> unit = <fun>
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Arrays und Strings

Ein Array ist ein Record fester Lange, auf dessen modifizierizlemente mithilfe ihres Index
in konstanter Zeizugegriffen wird:

# let arr = [|1;3;57]];;

val arr @ int array = [|1; 3; 5; 7]
# arr.(2);

-int =5

Zugriff auRerhalb der Array-Grenzen l6st eine Exceptiost au

# arr.(4);
Invalid_argument "index out of bounds"

Ein Array kann aus einer Liste oder aiertetabelleeiner Funktion erzeugt werden

# Array.of_list [1;2;3];;
s int array = [|1; 2; 3]
# Array.init 6 (fun x -> x*x);;
- . int array = [|0; 1; 4; 9; 16; 25]|]

... und wieder zurlck in eine Liste transformiert werden:

Array.fold_right (fun x xs -> X::xs)
[0; 1; 4, 9; 16; 25]] [I:;
- oint list = [0; 1; 4; 9; 16; 25]

Modifizierung der Array-Eintrage funktioniert analog deotiffizierung von Record-Komponenten:

# arr.(l) <- 4;

- unit = ()

# arr;,

- o int array = [|1; 4; 5; 7|]

# arr.(5) <- 0;

Exception: Invalid_argument "index out of bounds".

Ahnlich kann man auch Strings manipulieren-)
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# let str = "Hallo";;

val str : string = "Hallo"
# str.[2];;

- char =7

# strf2] < 'r;;

- ounit = ()

# str;;

- . string = "Harlo"

Fur Arrays und Strings gibt es tibrigens auch die Funktionéamgth ~ und concat

weitere :-).

4.3 Textuelle Ein- und Ausgabe

e Selbstverstandlich kann man@camlauf den Standard-Output schreiben:

# print_string "Hello World\n";
Hello World!
- ounit = ()

e Analog gibt es eine Funktion:read_line : unit -> string

# read_line ();;
Hello World!
- 1 "Hello World!"

Um aus eineDatei zu lesenmuss man diese zum Leséfinen...

# let infile = open_in "test";

val infile : in_channel = <abstr>

# input_line infile;;

- : "Die einzige Zeile der Datei ...";;
# input_line infile;;

Exception: End_of file

Gibt es keine weitere Zeile, wird die Exceptiorend_of_file geworfen
Bendtigt man einen Kanal nicht mehr, sollte man ihn gereg#ltiel2en..

# close_in infile;;
:unit = ()
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Weitere nutzliche Funktionen:

stdin . in_channel

input_char . in_channel -> char
in_channel_length : in_channel -> int

input : in_channel -> string -> int -> int -> int

e in_channel_length liefert die Gesamtl&nge der Datel.

e input chan buf p n liest aus einem Kanal chan n Zeichen und schreibt sie
ab Position p inden String buf :-)

Die Ausgabe in Dateierrfolgt ganz analog.

# let outfile = open_out "test';
val outfile : out_channel = <abstr>

# output_string outfile "Hello ;;
> unit = ()

# output_string outfile "World!\n";;

- ounit = ()

Die einzeln geschriebenen Worter sind mit Sicherheit in[@iatei erst zu finden, wenn der
Kanal geregelteschlossen wurde

# close_out oultfile;;

- ounit = ()

5 Anwendung:
Grundlegende Graph-Algorithmen

e Gerichtete Graphen
e Erreichbarkeit und DFS
e Topologische Sortierung
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5.1 Gerichtete Graphen

Beobachtung:

e Viele Probleme lassen sich mit Hilfesrichteter Graphereprasentieren.

Knoten Kanten

Betrieblicher Prozess| Bearbeitungsschritt Abfolge
Software Zustand Anderung
Systemanalyse Komponente Einfluss

e Oft sind die Kanten mit Zusatz-Informationéerschriftet :-)

5.2 Erreichbarkeit und DFS

Einfaches Problem:

e Gegeben ein Knoten.
e Welche anderen Knoten im Graphen kann man erreighen
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Eine Datenstruktur flr Graphen:

e Wir nehmen an, die Knoten sind fortlaufend mjt1, ... durch-nummeriert.
e Fur jeden Knoten gibt es einaste ausgehender Kanten.
e Damit wir schnellen Zugriff haben, speichern wir die ListereinemArray ab...

# type node = int
# type 'a graph = (‘a * node) list array

Idee:;

e Wir verwalten eine Datenstruktwgachable : bool array
e Am Anfang haben alle Eintrage reachable.(x) den Wert false .

e Besuchen wir einen Knoten x, der noch nicht erreicht wurde, setzen wireachable.(x)
<- true und besuchen alle Nachbarn vorx  :-)

e Kommen wir zu einem Knoten, der bereits besucht wurde, tumixi :-))

# let fold li f a arr = let n = Array.length arr

in let rec doit i a = if i = -1 then a
else doit (i-1) (f i a arr.(i))
in doit (n-1) a;;

# let reach edges x =
let n = Array.length edges
in let reachable = Array.make n false
in let extract_result () = fold_li

(fun i acc b -> if b then i:acc
else acc) [] reachable

Kommentar:
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fold_li : (int ->'a ->"'b ->'"a) ->'a->"'b array -> 'a erlaubt, tber
ein Array zu iterieren unter Beriicksichtigung des IndexageWerte fiir den Index :-)
Array.make : int -> 'a -> 'a array legt ein neues initialisiertes Array an.

Die entscheidende Berechnung erfolgt in der rekursiverkfiam dfs ...

in let rec dfs x = if not reachable.(x) then (
reachable.(x) <- true;
List.iter (fun (_y) -> dfs y)
edges.(x)

in dfs x;
extract_result ();;

Die Technik heiRDepth First SearcbderTiefensuchgweil die Nachfolger eines Kno-
tensvor den Nachbarn besucht werden)

Kommentar (Forts.):

Der Test am Anfang von dfs liefert fUr jeden Knoten nueinmal true .

—— Jede Kante wird maximainmalbehandelt.
—— Der Gesamtaufwand ist proportional zuz + m

// n == Anzahl der Knoten
// m == Anzahl der Kanten

5.3 Topologisches Sortieren

Ein PfadoderWegder Lange: in einem gerichteten Graphen ist eine Folge von Kanten:

(UOI_Jvl)(Ull_JUZ)"'/(Unfll_jvn)

Ein Pfad der Ladnge > 0 vonov nachv heil3tKreis.
Ein gerichteter Graph ohne Kreise he#Zy/klisch...

zyklisch:
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azyklisch:

Aufgabe:

Gegeben:  ein gerichteter Graph.
Frage: Ist der Graph azyklisch?

Wenn ja: Finde eindineare Anordnungler Knoten!

ldee:

e Suche einen Knotenhne eingehende Kanten
e Besitzt jeder Knoten eingehende Kanten, muss der Graph &ires enthalten ;-)

e Gibt es einen Knoten ohne eingehende Kanten, kénnen wierdi@s kleinstes Element
auswahlen :-)

e Entferne den Knoten mit allen seinensgehendeKanten!
e LOse das verbleibende Problem
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Implementierung:

1

@ O—=0

@ O

®

e Fir jeden Knoten x benutzen wir einerZahler

eingehenden Kanten z&hlt.

count.(x)

, der die Anzahl der

e Haben wir einen Knoten, dessen Zahler 0 ist, nummeriererwir :-)

e Dann durchlaufen wir seine ausgehenden Kanten.

e Firjeden Nachbarn dekrementieren wir den Zahler und fatalaursiv fort.

—— wieder Depth-First-Search

74



# let top_sort edges =
let n = Array.length edges
in let count = Array.make n 0
in let inc y = count.(y) <- count.(y) +1
in let dec y = count.(y) <- count.(y) -1
in for x=0 to n-1 do
List.iter (fun (_y) -> inc y) edges.(X)
done ;
let value = Array.make n (-1)

in let next = ref O
in let number y = value.(y) <- next;
next .= Inext + 1
in let rec dfs x = if count.(x) = 0 then (
number Xx;
List.iter (fun (_y) ->
dec v;
dfs y)
edges.(x))
in for x=0 to n-1 do
if value.(x) = -1 then dfs x
done; value;;

75



Diskussion:

e for y=.. to .. do .. done ist eine vereinfachtahile -Schleife ;-)
e Fur die Initialisierung des Arrayscount iterieren wir einmal Gber alle Knoten und

fur jeden Knoten einmal Gber alle ausgehenden Kanten.
— Aufwand: proportional 7 + m
e Die Hauptschleife behandelt jeden Knoten maximal einmal.
e dfs wird maximal einmal fur jeden Knoten und jede Kante aufgenuind behandelt

jede Kante maximal einmal.

— Aufwand: proportional 7 + m
— Der Gesamtaufwanist linear :-)
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6 Formale Methoden fir Ocaml
Frage:
Wie kénnen wir uns versichern, dass €lnamtProgramm das macht, was es tun §6IP

Wir bendétigen:
e eineformale Semantik

e Techniken, um Aussagen Uber Programme zu beweisen

6.1 MiniOcaml
Um uns das Leben leicht zu machen, betrachten wir nur eirendd Ausschnitt au®caml
Wir erlauben...

e nurdie Basistypen int, bool sowie Tupel und Listen;
e rekursive Funktionsdefinitionen nur auf ddimp-Level :-)

Wir verbieten...

e verdnderbare Datenstrukturen;
e Ein-und Ausgabe;
e lokale rekursive Funktionen:-)

Dieses Fragment vo@camlnennen wiMiniOcaml.
Ausdricke inMiniOcamllassen sich durch die folgende Grammatik beschreiben:

E == const | name | op;E | Ejop,E» |
(Ey,...,Ex) | let name=E;in Ey |
match Ewith P, -> Eq| .. | DP-> E; |
fun name-> E | EE,

P == const | name | (P,...,P) | P P
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Abkirzung:
fun x> .fun  x>e = fun x; ... x> e
Achtung:

e Die Menge deerlaubterAusdricke muss weiter eingeschrankt werden auf diejenigen
dietypkorrektsind, d.h. fur die de©camtCompiler einen Typ herleiten kann

(1, [true; false]) typkorrekt
(1 [true; false]) nichttypkorrekt
([1; true], false) nichttypkorrekt
e Wirverzichtenauf if ... then ... else ... , da diese durch match ... with
true -> ... | false -> ... simuliert werden kdnnen :-)
e  Wir hatten auch auf let ... in ... verzichten kdnnen (wie?)

Ein Programmbesteht dann aus einer Folge wechselseitig rekursiveragolbefinitionen
von Variablen fi,..., fi, :

let rec fi = E
and f, = E

and f, = E,

6.2 Eine Semantik fur MiniOcaml
Frage:

Zu welchemWertwertet sich ein Ausdruck E aus??

Ein Wertist ein Ausdruck, der nicht weiter ausgerechnet werden kann
Die Menge der Werte lasst sich ebenfalls mit einer Gramnieggchreiben:

V = const | fun name; ... name > E |
(Vl,...,Vk) | [] | V1 - V2
Ein MiniOcamlProgramm ...
let rec comp = fun f g x -> f (g x)
and map = fun f list -> match list

with | -> []
| xixs -> f x = map f xs
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Ein MiniOcamlProgramm ...

let rec comp = fun f g x -> f (g x)
and map = fun f list -> match list
with | -> []
| xixs -> f x » map f xs

Beispiele fur Werte ...

1

(1, [true; false])

fun x > 1+ 1

[fun x -> x+1; fun x -> x+2; fun x -> x+3]

ldee:

e Wir definieren eine Relation:e = v zwischen Ausdriicken und ihren Werten=
—> Big-Step operationelle Semantik

e Diese Relation definieren wir mit Hilfe von Axiomen und Ragelie sich an deBtruk-
turvon e orientieren :-)

e Offenbar gilt stets: v = v fir jeden Wert v :-))
Tupel:

e = M x = Uk

(e1,...,ex) = (v1,...,0)

Listen:

1 = 0 ey = Uy

e1.. € = V1. 0V

Globale Definitionen:

f=e e=wv
f =

Lokale Definitionen:

1 = M eo[Ul/X] = 0
let x=e;in eg = v
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Funktionsaufrufe:

e = fun x->ey ey = v1  epfv1/x] = vy

eep = 0p

Durch mehrfache Anwendung der Regel fur Funktionsaufrifelen wir zusatzlich eine Re-
gel fur Funktionen mitmehrererArgumenten ableiten:

e = fun x; ... xc->e e = vy ... e = U eolvi/X1,...,0c/Xk] = o

ee| ... e = 0o

Diese abgeleitete Regel macht Beweise etwas weniger udiistén :-)
Pattern Matching:

eo = U = pilvr/x1, ..., 0/ Xk eillvi/x1,...,oe/xx] = v
match eowith p1->e1| ... | Pm=>€n = U

—sofern o aufkeines der Muster py, ..., pi-1 passt ;-)
Eingebaute Operatoren

61 = 0Uq ey = Uy 0V10p0Uy =0

ejopey = 0

Die unaren Operatoren behandeln wir analog
Beispiel:

let f = fun x > x+1
let s = fun y -> y*y

f=fun x -> x+1 16+1 = 17 s =funy -> yty 2¥2 = 4
f = fun x -> x+1 16+1 = 17 s = funy -> y*y 2¥2 = 4
f16 = 17 s2 = 4 17+4 = 21

fl6+s2 = 21

// Benutzungenvon v = v haben wiri.a. weggelassen-)
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Beispiel:

let rec app = fun x y -> match x

with [] >y
| hat -=> h @ app ty
Behauptung: app (1:[) (2=[) = 1:2:]
Beweis:
app = fun x y > ... 21 = 27
app = fun xy > .. match [] ... = 2]
app [ (2:0) = 2
app = fun x y > .. 1 :app [ (2:) = 1:2:]
app = fun xy > .. match 1:[ ... = 1:2:]
app (1:[) (2:[) = 1z27

//  Benutzungenvon v = v haben wiri.a. weggelassen-)

Diskussion:

e Die Big-Step operationelle Semantist nicht sehr gut geeignet, um Schritt flr Schritt

nachzu vollziehen, was eMiniOcamtProgramm macht :-(

e  Wir kbnnen damit aber sehr gut nachweisen, dass die Ausmgeeine Funktion fur

bestimmte Argumentwerte stets terminiert:

Dazu muss nur nachgewiesen werden, dass es jeweils ein¢mgidtezu dem die ent-

sprechende Funktionsanwendung ausgewertet werden kann
Beispiel-Behauptung:

app I1 I, terminiert fur alle Listen-Werté,, [,.
Beweis:

Induktion nach der Lange der Listel;.

D.h. ;=1 . Danngilt:

app = fun x y ->

app =fun xy > ... match [] with [] -> L | ..

=1

app [| L=1
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n>0:| D.h. [;=h:t

Insbesondere nehmen wir an, dass die Behauptung bereafidikiirzeren Listen gilt. Des-
halb haben wir:

apptlh = 1
fur ein geeignetes Wir schliel3en:
appt I, =1
app = fun x y > ... htappt L=nhz:u I
app = fun x y > ... match h::t with - =huu I

app (hzty  L=nh = I

Diskussion (Forts.):

Wir kdnnen mit der Bigstep-Semantik auch Uberprifen, dassnierende Transforma-
tionenkorrekt sind :-)

Schliel3lich kénnen wir sie benutzen, um die Korrektheit daissagen tber funktionale
Programme zu beweisén

Die Big-Step operationelle Semantik legt dabei nahe, Aiddr alsBeschreibungen
von Werten aufzufassen.

Ausdriicke, die sich zu derieicherWerten auswerten, sollten deshalb austauschbar sein

Achtung:

Gleichheitzwischen Werten kann ikliniOcaml nur getestet werden, wenn diese keine
Funktionen enthalteh

Solche Werte nennen wirergleichbar Sie haben die Form:
C u= const | (Cy,...,C) | @ | Gz G

Offenbar ist eirMiiniOcamFWert genau dann vergleichbar, wenn séjp funktionsfrei,
d.h. einer der folgenden Typen ist:

c == bool | int | unit | cix...xcp | clist

=)

Fur Ausdricke eq,e,,e mit funktionsfreien Typen kbnnen wichlussregelangeben..
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Substitutionslemma:

ep = v e = v eley/x] = v
elex/x] = v
Beachte:
ep =ey = true & e =0 N e =70 fureinv :-)
Wir folgern:
ep =e, = frue eler/x] terminiert
eler/x] = elex/x] = true
Diskussion:

e Das Lemma besagt damit, dass wijéalem Kontexglle Vorkommen eines Ausdrucks
e; durch einen Ausdruck, ersetzen kdnnen, sofeen unde, die selben Werte liefern

-)
e Das Lemma lasst sich mit Induktion tGber die Tiefe der benétiglerleitungen zeigen
(was wir uns sparen :-))

e Der Austauschvon als gleich erwiesenen Ausdriicken ist dia@age unserer Methode
zum Nachweis defquivalenzvon Ausdriicken..

6.3 Beweise fur MiniOcaml -Programme

Beispiel 1
let rec app = fun x -> fun y -> match x
with [| >y
| xixs -> x : app xSy

Wir wollen nachweisen:
(1) app x [] = x fur alle Listenx.

(2) app x (app y z) = app (app X y) z
fur alle Listenx, v, z
ldee: Induktion nach der LaAnge von x
n=20: Danngilt: x = ]

Wir schliel3en:
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app 1 I

=)

Langen — 1 hat.

nachlnduktionsannahme

app x [] =
n>0: Danngilt: x = h:t  wobei t
Wir schlielRen:
app x [ = app (hzt) []
= h:appt]]
= ha:t
= X

Analoggehen wir fur die Aussag@) vor ...

=)

app [1 (app y 2)

app y z
app (app [J y) z

app (app x y) z

n=20: Danngilt: x = ]
Wir schliel3en:

app x (app y z) =
n>0: Dann gilt: x = h:t wobei

Wir schliel3en:

app (h:t) (app y 2)

app x (app y 2)

= h:appt(@py 2
= h:app(@apty)z
= app(happty)z

app (app (h:t) y) z
_ _ app (app X y)
Diskussion:

t

=)

)

e Eine Aussage: expl = exp2
steht fir:  expl = exp2 = true
Auswertungen von expl, exp2  ein.
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Langen — 1 hat.

nachlinduktionsannahme

Bei den Gleichheitsumformungen haben wir einfache Zwissbkritte weggelassen: -

und schliel3t damit die Terminierung der



e Zur Korrektheit unserer Induktionsbeweise bendétigen daiss samtliche vorkommen-
den Funktionsaufrufesrminieren

e Im Beispiel reicht es zu zeigen, dass fur allg, y ein v existiert mit:

app Xy = v

...das haben wir aber bereits bewiesen, natirlich ebenfallgithiktion ;-)
Beispiel 2:

let rec rev = fun x -> match x
with | -> ]
| x:xs -> app (rev xs) [X]
let rec revl = fun x -> fun y -> match x
with [] >y
| x:xs -> revl xs (x:y)

Behauptung:
rev X = revl x [] fur alle Listenx.
Allgemeiner:
app (rev x) y = revl x y fur alle Listenx, y .
Beweis: Induktion nach der Lange von x
n=20: Danngilt: x = ]
Wir schliel3en:
app (rev x) y = app (rev [])y
= app [y
=y
= revl[ly
= revl xy =)
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n>0: Danngilt: x = h:t wobei t Langen — 1 hat.

Wir schliel3en:
app (rev x) y = app (rev (h:t) y

= app (app (rev 1) [h]) y
= app (rev t) (app [h] y) wegenBeispiel 1
= app (rev t) (h:y)
= revl t (h:y) nachinduktionsvoraussetzung
= revl (hit) y
= revl xy =)

Diskussion:

e Wieder haben wir implizit die Terminierung der FunktionSate von app, rev und
revl angenommen :-)

e Deren Terminierung konnen wir jedoch leicht mittels Indokthach der Tiefe des ersten
Arguments nachweisen.

e Die Behauptung: rev x = revl x []
folgt aus: app (rev x) y = revl x y
indemwir: y =[] setzenund Aussad#) aus Beispiel 1 benutzen :-)

Beispiel 3:

let rec sorted = fun x -> match x
with x1::x2:xs -> (match x1 <= x2
with true -> sorted (x2::xs)
| false -> false)
| -> true

and merge = fun x -> fun y -> match (x,y)
with ([ly) ->y
| &) > x
| (x1:xs,yl:ys) -> (match x1 <=yl
with true -> x1 :: merge xs y
| false -> yl :: merge x ys
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Behauptung:

sorted x A sorted y — sorted (merge X Y)
fur alle Listen x, y .

Beweis: Induktion iiber disSummen der Langenvon x, y = :-)

Gelte sorted x A sorted y .

n=20: Danngilt: x =[] =y
Wir schliel3en:
sorted (merge x y) = sorted (merge [] [])
= sorted []
= true =)
n>0:
Fall 1: x =1 .
Wir schliel3en:
sorted (merge x y) = sorted (merge [] y)
= sorted y
= ftrue =)

Fall 2: y =] analog :-)
Fall 3: X = xlixs Ay =yliys Axl <yl.

Wir schliel3en:
sorted (merge x y) = sorted (merge (x1:xs) (yl:.ys))
sorted (x1 :: merge xs )

Fall 3.1: Xs =[]

Wir schliel3en:
= sorted (x1 :: merge [] y)
= sorted (x1 ::y)
= sorted y
= true -)
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Fall 3.2 Xs = x2:xs' A x2 <yl.
Insbesondere gilt:  x1 < x2 A sorted xs

Wir schlielRen:

= sorted (x1 :: merge (x2::xs) y)
= sorted (x1 :: x2 : merge xs'Y)
= sorted (x2 :: merge xs'Y)

= sorted (merge xs )

= true  nachinduktionsannahme:-)
Fall 3.3: Xs = x2:xs' A x2 >yl.

Insbesondere gilt:  x1 <yl < x2 A sorted xs

Wir schliel3en:

= sorted (x1 :: merge (x2::xs) (yl:ys))
= sorted (x1 :: yl @ merge Xs Ys)

= sorted (yl :: merge Xxs Ys)

= sorted (merge xs Y)

= true  nachinduktionsannahme:-)
Fall 4: X = xlixs Ay =yliys Ax1 >yl.

Wir schliel3en:
sorted (merge x y) = sorted (merge (x1:xs) (yl:.ys))
= sorted (yl :: merge X ys)

Fall 4.1: ys =[]

Wir schliel3en:
= sorted (yl :: merge x [])
= sorted (yl i Xx)
= sorted Xx
= true =)

Fall 4.2: ys = y2uys  AXx1l >y2.
Insbesondere gilt:  y1 <y2 A sorted ys

Wir schlielRen:
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= sorted (yl : merge X (y2:ys')

= sorted (yl : . merge X Yys)

= sorted (y2 : merge X ys)

= sorted (merge X ys)

= true  nachinduktionsannahme:-)

Fall 4.3: ys = y2iys  Axl <y2.
Insbesondere gilt:  yl1 <x1 <y2 A sorted ys

Wir schliel3en:

= sorted (yl :: merge (x1:xs) (y2:ys')
= sorted (yl :: x1 :: merge Xxs Ys)

= sorted (x1 :: merge xs Ys)

= sorted (merge X ys)

= true nachinduktionsannahme:-))

Diskussion:

e Wieder steht der Beweis unter dem Vorbehalt, dass alle Aaifter Funktionen sorted
und merge terminieren :-)

e Als zusatzliche Technik benétigten witallunterscheidungeiiber die verschiedenen
Maoglichkeiten fir Argumente in den Aufrufen:-)

e Die Fallunterscheidungen machten den Beweis langlick
// DerFall n=0 Iisttatséchlich iberflissig,
// daerinden Falled und2 enthalten ist :-)

Ausblick:

e In Programmoptimierungen méchten wir gelegenthkchktionenaustauschen, z.B.

comp (map f) (map g) = map (comp f Q)

e Offenbar stehen rechts und links desichheitszeichenBunktionen, deren Gleichheit
Ocamlnicht Uberprifen kann

_
Die Logik benétigt einestarkererGleichheitsbegriff :-)
e Wir erweiterndie OcamtGleichheit = so dass gilt:

O x =y falls x und y nichtterminieren ;-)
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O f =g falls fx =g x fluralle x
— extensionale Gleichheit

Wir haben:

e Seiender Typvon eq,e, funktionsfrei Dann gilt:

e1= e e; terminiert

e1 =e, = true

e AulRerdem gibt es eine stark vereinfacBigbstitutionsregel

e1 = €

eler/x] = elea/x]

// Die Annahmen Uber Terminierung entfallen-)

— Die Beweistechnik vereinfacht sich :-))

7 Das Modulsystem von OCAML

Strukturen

Signaturen

Information Hiding
Funktoren

Getrennte Ubersetzung

Ll bl

7.1 Module oder Strukturen

Zur Strukturierung grofl3er Programmsysteme bi@eamIModule oderStruktureran:

module Pairs =
struct
type 'a pair = 'a * 'a
let pair (a,b) = (a,b)
let first (a,b) = a
let second (a,b) = b
end
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Auf diese Eingabe antwortet der Compiler mit dem Typ derl&tny einerSignatur

module Pairs :
sig
type 'a pair = 'a * ‘a
val par : 'a*’b->"a*’b
val first : 'a * b -> 'a
val second : 'a *'b > b
end

Die Definitionen innerhalb der Struktur sind auRerhaittht sichtbar

# first o
Unbound value first
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Zugriff auf Komponenten einer Struktur:
Uber den Namen greift man auf die Komponenten einer Struktur

# Pairs.first;
-:'a*’b > 'a = <fun>

So kann man z.Bmehrere Funktionegleichen Namens definieren:

# module Triples = struct
type 'a triple = Triple of 'a * 'a * 'a
let first (Triple (a,_, )) = a
let second (Triple (_,b,)) =
let third (Triple (, ) = ¢C
end;;

b

module Triples :
sig
type 'a triple = Triple of 'a * 'a * ‘a
val first : 'a triple -> 'a
val second : 'a triple -> 'a
val third : ’a triple -> 'a
end
# Triples.first;;
. 'a Triples.triple -> 'a = <fun>

...odermehrere Implementierungeler gleichen Funktion:

# module Pairs2 =
struct
type 'a pair = bool -> 'a
let pair (a,b) = fun x -> if x then a else b
let first ab = ab true
let second ab = ab false
end;;
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Offnen von Strukturen

Um nicht immer den Strukturnamen verwenden zu missen, kamahe Definitionen einer
Struktur auf einmal sichtbar machen:

# open Pairs2;;
# pair;;
- ’a *’a-> bool ->’a = <fun>
# pair (4,3) true;;
cint = 4

Sollen die Definitionen des anderen ModBksstandteides gegenwartigen Moduls sein, dann
macht man sie mit include verfugbar...

# module A = struct let x = 1 end;;
module A : sig val x : int end
# module B = struct

open A

let y = 2

end;;

module B : sig val y : int end
# module C = struct

include A
include B
end;;

module C : sig val x : int val y : int end

Geschachtelte Strukturen

Strukturen kdnnen selbst wieder Strukturen enthalten:

module Quads = struct

module Pairs = struct
type 'a pair = ’'a * 'a
let pair (a,b) = (a,b)
let first (a,_) = a
let second (_,b) = b

end

type 'a quad = 'a Pairs.pair Pairs.pair

let quad (a,b,c,d) =
Pairs.pair (Pairs.pair (a,b), Pairs.pair (c,d))
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let first q = Pairs.first (Pairs.first q)

let second g = Pairs.second (Pairs.first q)
let third q = Pairs.first (Pairs.second Q)

let fourth g = Pairs.second (Pairs.second q)

end

# Quads.quad (1,2,3,4);;
- (int * int) * (int * int) = ((1,2),(3,4))
# Quads.Pairs.first;;

c'a*’b ->a = <fun>

7.2 Modul-Typen oder Signaturen
Mithilfe von Signaturerkann man einschranken, was eine Struktur nach auf3en esqporti

Beispiel:
module Count =
struct
let count = ref O
let setCounter n = count := n
let getCounter () = !count
let incCounter () = count := !count+1

end

Der Zahler ist nach aufRen sichtbar, zugreifbar und veréader

# 1Count.count;;

-:int=20

# Count.count := 42;;
unit = ()

Will man, daf3 nur die Funktionen der Struktur auf ihn zugdgnekénnen, benutzt man einen
Modul-Typ oderSignatur

module type Count =

sig
val setCounter : int -> unit

val incCounter : unit -> unit
val getCounter : unit -> int
end
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Die Signatur enthalt den Zahler selbst nicht)
Mit dieser Signatur wird die Schnittstelle der Strukturggechrankt:

# module SafeCount : Count = Count;;
module SafeCount : Count

# SafeCount.count

Unbound value Safecount.count

Die Signatur bestimmt, welche Definitionen exportiert veardDas geht auch direkt bei der
Definition:

module Countl : Count =
struct
val count = ref 0
fun setCounter n = count := n
fun getCounter () = !count
fun incCounter () = count := !count+1
end

# !Countl.count :;
Unbound value Countl.count

Signaturen und Typen

Die in der Signatur angegebenen Typen mussetanzerder fir die exportierten Definitionen
inferierten Typen sein :-)

Dadurch werden deren Typen spezialisiert:

module type Al = sig
val f:'a->b->"D
end
module type A2 = sig
val f :int -> char -> int

end
module A = struct
let f x y =X

end

# module Al : Al = A ;;
Signature mismatch:
Modules do not match: sig val f : 'a -> b -> 'a end
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is not included in Al

Values do not match:

val f:'a->"b ->"a
is not included in

val f:'a->b->"b
# module A2 : A2 = A;
module A2 : A2
# A2.f;
- . int -> char -> int = <fun>

7.3 Information Hiding

Aus Grunden der Modularitadt méchte man oft verhindern, dasStruktur exportierter Typen
einer Struktur von auf3en sichtbar ist.

Beispiel:
module ListQueue = struct
type 'a queue = ’a list
let empty_queue () = []
let is_empty = function
[] -> true | _ -> false
let enqueue xs y = xs @ [y]
let dequeue (x::xs) = (X,XS)
end

Mit einer Signatur kann man die Implementierung einer Querstecken:

module type Queue = sig
type 'a queue
val empty_queue : unit -> 'a queue
val is_empty : 'a queue -> bool
val enqueue : 'a queue -> 'a -> 'a queue
val dequeue : 'a queue -> ’a * 'a queue
end

# module Queue : Queue = ListQueue;;

module Queue : Queue

# open Queue;;

# is_empty [] _;

This expression has type 'a list but is here used with type
'b queue = 'b Queue.queue
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Das Einschranken per Signatur genlgt, umwigadare Naturdes Typsqueue zu verschleiern
-)

Soll der Datentyp mit seinen Konstruktoren dagegen exgrostiierdenyiederholerwir seine
Definition in der Signatur:

module type Queue =
sig

type 'a queue = Queue of (‘a list * 'a list)

val empty_queue : unit -> 'a queue

val is_empty : 'a queue -> bool

val enqueue : 'a -> 'a queue -> 'a queue

val dequeue : 'a queue -> 'a option * 'a queue
end

7.4 Funktoren

Da inOcamlfast alles hoherer Ordnung ist, wundert es nicht, dass ésStugkturen hoherer
Ordung gibt: dieg~unktoren

e Ein Funktor bekommt als Parameter eine Folge von Strukfuren

e der Rumpfeines Funktors ist eine Struktur, in der die Argot@ees Funktors verwendet
werden kénnen;

e das Ergebnis ist eine neue Struktur, die abhéangig von demfedern definiert ist.

Wir legen zunachst per Signatur die Eingabe und Ausgabewdddis fest:

module type Enum = sig
type enum
val null : enum
val incr : enum -> enum
val int_of enum : enum -> int
end
module type Counter = sig
type counter
val incCounter : unit -> unit
val getCounter : unit -> counter
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val int_of_counter : counter -> int
end

# module GenCounter (Enum : Enum) : Counter =
struct
open Enum
type counter = enum
let count = ref null
let incCounter() = count := incr(!count)
let getCounter() = !count
let int_of counter x = int_of enum x
end;;
module GenCounter : functor (Enum : Enum) -> Counter

Jetzt konnen wir den Funktor auf eine Strukammwenderund erhalten eine neue Struktur

module PlusEnum = struct
type enum = int
let null = 0
let incr x = x+1
let int_of enum x = X
end

# module PlusCounter = GenCounter (PlusEnum);;
module PlusCounter : Counter

# PlusCounter.incCounter ();

PlusCounter.incCounter ();

PlusCounter.int_of counter (PlusCounter.getCounter () )i
-oint = 2

Eine erneute Anwendung des Funktors erzeugt eguee Struktur

module MalEnum = struct
type enum = int
let null = 1
let incr x = 2*x
let int_of enum x = X
end

# module MalCounter = GenCounter (MalEnum);;
module MalCounter : Counter
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Mit einem Funktor kann man sich auciehrere Instanzedes gleichen Moduls erzeugen:

7.

# MalCounter.incCounter();

MalCounter.incCounter();

MalCounter.int_of _counter (MalCounter.getCounter()); ;
-int=4

# module CountApples = GenCounter (PlusEnum);;
module CountApples : Counter
# module CountPears = GenCounter (PlusEnum);;
module CountPears : Counter

# CountApples.incCounter();;

- unit = ()

# CountApples.incCounter();;

- o unit = ()

# CountPears.incCounter ();;

- o unit = ()

# CountApples.int_of _counter (CountApples.getCounter( N
-t = 2

# CountPears.int_of counter (CountPears.getCounter()) >
-rint = 1

5 Getrennte Ubersetzung

Eigentlich moéchte ma®camtProgramme nicht immer in der interaktiven Umgebung

starten :-)
Dazu gibt es u.a. den Compilerocamic ...
> ocamlc Test.ml

interpretiert den Inhalt der Datei Test.ml  als Folge von Definitionen einer Struktur

Test .
Als Ergebnis der Ubersetzung liefertocamic  die Dateien:

Test.cmo Bytecode fur die Struktur
Test.cmi Bytecode fur das Interface
a.out lauffahiges Programm
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Gibt es eine Datei Test.mli wird diese als Definition der Signatur furTest — auf-
gefasst. Dann rufen wir auf:

> ocamlc Test.mli Test.ml
Benutzt eine Struktur A eine Struktur B, dann sollte diese mit Ubersetzt werden:
> ocamlc B.mli B.ml A.mli A.ml

Mochte man auf die NeulUbersetzung vo8  verzichten, kann man ocamlc  auch
die vor-tubersetzte Datei mitgeben:

> ocamlc B.cmo A.mli A.ml

Zur praktischen Verwaltung von benétigten Neuiibersetenngach Anderungen von
Dateien bietet_inux das Kommando make an. Das Protokoll der auszufiihrenden
Aktionen steht dann in einer DateiMakefile >-)
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