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Aufgabe 10.1 (H) Module und Funktoren

a) Es sei folgende Signatur gegeben:
module type Zahl = sig

type z

val zero : z

val ( +. ) 1z —> z —> 1z

val ( . ) 1z —> z —> 1z

val string_of_zahl : z —> string
end

i)

Definieren Sie ein Modul Boolean, das von dieser Signatur ist. Der +.-Operator bzw.
der *.-Operator dieses Moduls soll dem logischen Oder- bzw. dem logischen Und-
Operator entsprechen. Das Element zero soll das neutrale Element der Addition sein,
d.h. in diesem Fall false.

Definieren Sie ein Modul MinPlusNat, das von dieser Signatur ist. Die Elemente sind
alle natiirlichen Zahlen inklusive der 0 erweitert um oo. Der +.-Operator dieses Mo-
duls soll das Minimum zweier Zahlen berechnen. Der *.-Operator soll der gewohnli-
chen Addition entsprechen. Das Element zero soll das neutrale Element der Addition
sein, d.h. in diesem Fall co.

b) Matrizen sind durch folgende Signatur definiert:

module type Matrix = sig
type e
type m
val matrix_zero : m
val ( *x*%. ) :m—>m —>m
val set_entry : m —> int * int —> e —> m
val string_of_matrix : m —> string

end

Dabei ist e der Typ fiir die Eintrige der Matrix und m der Typ fiir die Matrix selbst. Der
Wert matrix_zero ist eine Matrix, die nur aus Null-Eintrdgen besteht. Der Operator . ist
die Matrix-Multiplikation. Der Aufruf set_entry m (i,j) e liefert eine Matrix zuriick, die
der Matrix m entspricht, bis darauf, dass der Eintrag in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte

e ist.

i)

Definieren Sie einen Funktor MakeMatrix, der eine Struktur der Signatur Zahl als
Argument erhélt und eine Struktur der Signatur Matrix zuriickliefert. Die Matrix-
Multiplikation *x. soll eine Verallgemeinerung der Matrixmultiplikation aus Aufga-
be 7.1 sein, d.h., es sollen die Multiplikation *. und die Addition +. der iibergebenen
Zahl-Struktur verwendet werden.



ii) Testen Sie Ihre Implementierung anhand folgender Zeilen:

module BooleanMatrix = MakeMatrix (Boolean)
open BooleanMatrix

let a = set_entry matrix_zero (1,1) true
let a = set_entry a (2,2) true
let a = set_entry a (3,3) true
let a = set_entry a (1,2) true
let a = set_entry a (2,3) true
let a = set_entry a (3,1) true

module MinPlusNatMatrix = MakeMatrix (MinPlusNat)
open MinPlusNat
open MinPlusNatMatrix

let b = set_entry matrix_zero (1,1) (Value 0)
let b = set_entry b (2,2) (Value 0)
let b = set_entry b (3,3) (Value 0)
let b = set_entry b (1,2) (Value 1)
let b = set_entry b (2,3) (Value 1)
let b = set_entry b (3,1) (Value 1)
let b = set_entry b (1,3) (Value 5)

c) Definieren Sie einen Funktor Fix, der eine Struktur M der Signatur Matrix als Argument
erhilt und eine Struktur zuriickliefert, in der eine Funktion fix : M.m —> M.m definiert
ist, die eine Matrix solange mit sich selbst multipliziert, bis keine Verdnderung mehr auftritt.
Die so berechnete Matrix A, fiir die also A2 = A gilt, soll zuriickgeliefert werden.

d) Test Sie ihre Implementierung anhand der Matrizen a und b.

e) Was haben Sie mithilfe Threr Implementierung eigentlich berechnet, wenn Sie davon aus-
gehen, dass eine Matrix einen, unter Umstdnden kantenbewerteten, gerichteten Graphen,
reprasentiert. Beispielsweise reprisentiert die oben definierte Matrix b den folgenden kan-
tenbewerteten, gerichteten Graphen:

Losungsvorschlag 10.1

(x Teil a %)
module type Zahl = sig
type z
val zero : z
val ( +. ) 1 z >z —> z
val ( x. ) 1z >z —> z
val string_of_zahl : z —> string



end

(x Teil a i x*)

module Boolean = struct
type z = bool
let zero = false

let ( +. ) = ( Il )

let ( *x. ) = ( & )

let string_of_zahl = function true —> "1" | false —> "0O"
end

(x Teil a ii x*)

module MinPlusNat = struct
type z = Value of int | Inf
let zero = Inf

let ( +. ) x y =
match (x,y) with

Value x, Value y —> Value(min x y)
| Value x, Inf | Inf, Value x —> Value x
| Inf,Inf —> Inf

let ( . ) x y =
match (x,y) with
Value x, Value y —> Value(x + y)
| —> Inf

let string_of_zahl = function Value x —> string_of_int x |
end

(x Teil b x)
module type Matrix = sig
type ¢
type m
val matrix_zero @ m
val ( x*%x. ) : m —>m —> m
val set_entry : m —> int % int —> e —> m
val string_of_matrix : m —> string
end

exception Nolmpl

(x Teil b i und f
fuer b i reicht als erste Zeile
module MakeMatrix(Z:Zahl) = struct
* )
module MakeMatrix (Z: Zahl) : Matrix with type e = Z.z = struct
open Z
type ¢ = Z.z
type m = (int x (int *x z) list) list

(x Vektor—Vektor—Multiplikation x)
let rec v_mult p x y =
match (x,y) with
((px,vx):i:x’,(py,vy):ty’) —>
if px = py then

—>

inf"
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v_mult (p +. vx *. vy) X’y
else if px < py then
v_mult p x’ vy

else
v_mult p x y’
Il _ —>p
let v_mult x y = v_mult zero x y

(¥ Matrix * Vektor x)
let m v_mult a v =
let 1 = List. map (fun (j,aj) —> (j, v_mult aj v)) a in
(* Multipliziert Zeilenvektor aj mit dem Vektor v x)
List. filter (fun (j,aj) — (aj <> zero)) | (x Nullen entfernen x)

let rec v_to_list 1 = function
(j,x)::v —=> (i,j,x)::v_to_list i v
I — []
let rec m_to_list = function
(i,v)::a —> v_to_list i v @ m_to_list a
| —> []
let m _from list 1 =
let 1 = List.sort compare | in
List.fold_right
(

fun (i,j.x) —>
function ((i’,v)::vs) —>

if i = i’ then
((1,(),x)::v)::vs)
else
(1, [CJ,x)]D)::((i7,v)::vs)
I = [(i,[(j,x)])]
)
|
[]

let transpose a =
let 1] = m_to_list a in
let 1 = List.map (fun (i,j,x) —> (j,i,x)) 1 in
m_from list 1

let ( *%x. ) a b =

let b = transpose b in
let handle_row_a (i,ai) = (i, m_v_mult b ai) in
let r = List.map handle_row_a a in

List. filter (fun (_,ai) —> ai <> []) r

let rec vector_set_entry v i z =
match v with
[] —> [(1,2)]

| (i’,z’)::v’ when i <1’ —> (i,z)::Vv
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Il (i°,z
I (17,2

b 2

)::v’ when 1 =1’ —> (i,z)::vV’
DA —> (1’,z’)::vector_set_entry v’ 1 z
let rec set_entry m (i,j) z =

match m with

[] —> [(i,[(],z)])]
| (i’,v)::m when i < i’ —> (i,[(j,z)])::m
| (1°,v)::m” when 1 = 1’ —> (i,vector_set_entry v j z)::m’
I (i’,v)::m’ —> (17 ,v)::set_entry m’ (i,]) z
let matrix_zero = []

let string_of_vector v =
String .concat

no,n

" "

(List.map (fun (i,z) —> "(" ~ string_of_int 1 ~ ",
A string_of_zahl z ~ ")") v)
let string_of_matrix m =
String .concat
"\ "
(List.map (fun (i,v) —> string_of_int i ~ "_—>,

A string_of_vector v) m)

"

end

(x Teil ¢ x*)
module Fix(M : Matrix) = struct

open M
let rec fix m =
let m = m x*. m in
if m = m then m else fix m’
end

(x Teil b ii x)
module BooleanMatrix = MakeMatrix (Boolean)
open BooleanMatrix

let a = set_entry matrix_zero (1,1) true
let a = set_entry a (2,2) true
let a = set_entry a (3,3) true
let a = set_entry a (1,2) true
let a = set_entry a (2,3) true
let a = set_entry a (3,1) true

module MinPlusNatMatrix = MakeMatrix (MinPlusNat)
open MinPlusNat
open MinPlusNatMatrix

let b = set_entry matrix_zero (1,1) (Value 0)
let b = set_entry b (2,2) (Value 0)
let b = set_entry b (3,3) (Value 0)
let b = set_entry b (1,2) (Value 1)
let b = set_entry b (2,3) (Value 1)
let b = set_entry b (3,1) (Value 1)
let b set_entry b (1,3) (Value 5)

(x Teil d %)
module BF = Fix(BooleanMatrix)



let fix_a = BF.fix a
let str_fix_a = BooleanMatrix.string_of_matrix fix_a
let _ = print_string str_fix_a

module NF = Fix(MinPlusNatMatrix)

let fix_b = NF.fix b

let str_fix_b = MinPlusNatMatrix.string_of_matrix fix_b
let _ = print_string str_fix_b

e) a: Versteht man die Matrix a als Adjazenzmatrix eines gerichteten Graphen, ohne Kantenge-
wichte, wurde in Teil d) die Erreichbarkeit zwischen zwei Knoten berechnet. Damit dies
funktioniert, muss beim Aufbau der Matrix darauf geachtet werden, dass jeder Knoten mit
sich selbst verbunden ist.

b: Versteht man die Matrix b als Adjazenzmatrix eines gerichteten, kantenbewerteten Graphen
wurden in Teil d) die Langen der kiirzesten Wege zwischen zwei Knoten berechnet. Damit
dies funktioniert, muss die Matrix mit den Kantenwerten O fiir die Eintrége (¢,4) fiir alle ¢
initialisiert werden.



Aufgabe 10.2 (P) In groBen Schritten zum Ziel

Gegeben seien folgende MiniOCaml-Definitionen:
let f = (fun x —> (fun y —> 2 % x + y))
let g = 7

let rec fact =
fun n —>
match n with
0 —>1
| x —> x *x (fact (x—1))

Konstruieren Sie die Beweise fiir folgende Aussagen:

a) f34=10
b) g2 =16

c) fact 2=2

Losungsvorschlag 10.2

a)

f=funz— (funy — 2%z +vy) aD)
f= funz — (funy — 2%z +y) (App) 223=0 6+4:>10(O)
F3= funy —2%3+y 2x3+4= 10 " )p
F34=10 bp

b)

f=funz— (funy — 2%z +vy)

f=funz — (funy — 2%z +vy) EjD;
g=/7 7= Juny =274y op) PP st 14 144216 ()
g= funy —2%7+y 2%7+2= 16 P
g2= 16 (App)

¢) Zur Vereinfachung nehmen wir folgende Setzungen vor:

Cmaten, = match n with 0 — 1 | © — x * (fact (x — 1))
=
fact = fun n — emaren
fact = funn — enaen (GD)
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Aufgabe 10.3 (P) Abgeleitete Regeln
Zeigen Sie die Giiltigkeit der folgenden abgeleiteten Regeln:
a)
e =

(match ewith[] —e; | x i xs — ey) = e

b)
e terminiert e=¢ e
(match e with [| — e; | x i1 x8 — e3) = ey[e’/x, e /xs]

Losungsvorschlag 10.3
Es sei angenommen, dass e = [| gilt.

a) Fall 1: Die Auswertung des Ausdrucks e; terminiert. Dann existiert ein Wert v, so dass
e; = v, gilt. Dae = || gilt, gilt e = []. Es folgt

e=|| e; = vy
(match ewith [ — ey | x:1xs — ey) = vy

(PM)

Daraus folgt match e with [| — e; | x 11 x8 — ey = ey.

Fall 2: Die Auswertung des Ausdrucks e; terminiert nicht. Zur Herleitung eines Wider-
spruchs sei angenommen, dass die Auswertung des Ausdrucks match e with [|] —
e; | x ;1 xs — e, terminiert. Es existiert also ein Beweis der Form

e = e; = vy
(match e with [| — ey | x:1xs — ey) = vy

(PM)

Daraus folgt, dass die Auswertung des Ausdruck e; terminiert — Widerspruch.

b) Es sei angenommen, dass

e terminiert und e=¢ :: &”

gelten. Daraus folgt, dass ein Wert v exisitiert, so dass e = v und &’ :: ¢’ = v gelten.
Notwendigerweise muss v = v :: v/ mit

!/ "

e =v und &' =v’

gelten. Daraus folgt, dass

e =v und & =v

1
gelten. Mit dem Substitutionslemma folgt
esle’/x,e" /xs] = ey[v//x,v" /xs]. (1)

Fall 1: Die Auswertung des Ausdrucks e;[e’/x, e”/xs] terminiert. Es existiert also ein Wert
vy mit eye’/x, e” /xs] = v, und wegen (1)) gilt e;[v//x,v"/xs| = v,. Es folgt

e=v v =xuxs[V/x, v /xs]  ey[v//x, v /xs] = vy

(PM)

matchewith[| —e; |x %8s — ey = vy
Beide Seiten werten sich also zu v, aus. Daher gilt

matchewith[| — ey | x:: xs — ey = eyfe’/x, " /xs].
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Fall 2: Die Auswertung des Ausdrucks e,[e’/x, e” /xs] terminiert nicht. Zur Herleitung ei-
nes Widerspruchs sei angenommen, dass die Auswertung des Ausdrucks
match e with [| — ey | x 1 x8 — ey
terminiert. Es existiert also ein Wert v, mit
match e with [| — e; | x 1 X8 — €5 = V.

Es existiert also ein Beweis der Form

e=v v =xuxs[V/x, v /xs] ey[v//x, v /xs] = vy

(PM)

match e with[| —e; | x:xs — ey = vy
Mit (1) folgt, dass
eyle’/x,e" /xs] = vy

gilt. Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass die Auswertung des Ausdrucks
ep[e’/x, e’ /xs] nicht terminiert. O
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Big-Step Operationelle Semantik

Axiome: v = o fiir jeden Wert v
e = U e = Vg (T)
Tupel: (e1,...,ex) = (v1,...,08)
e1 = U1 € = Vg I
Listen: €1 :: €y = Up:: Uy (L)
f=e e = v (GD)
Globale Definitionen: f = v
e = U eolvr/x] = wo (LD)
Lokale Definitionen: letz=e;iney = g
e = funz->e¢ €y = Uy eolva/x] = o A
Funktionsaufrufe: €12 = 1 (App)
eo = vV =pfvi/ay,. .., vk/2] eilvi/xy, .. op/a] = v (PM)
Pattern Matching: match egwithpi—>e1 | ... | pm—>€n = 0
—sofern o' auf keines der Muster py,...,p;_1 passt
er = U1 €y = Uy V1 0pVy = U O
Eingebaute Operatoren: ejopey = U (Op)

— Undire Operatoren werden analog behandelt.

Substitutionslemma

€1 = €2

eler/x] = eley/z]




